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Vorwort !

Es gibt nun mehrere Texte zum Thema Geraden und Vektorrechnung. Dieser Text mit dem Zusatztitel
»ganz einfach” ist ein praktisch ausgerichteter Text mit Musterbeispielen und Aufgaben.

Die Methoden werden nicht hergeleitet sondern nur beschrieben und vorgefuhrt. Schiler, die
wiederholen und auf eine Klausur oder eine Priifung lernen, finden hier eine ausfiihrliche Ubersicht
und kénnen sich rasch nochmals Uber alles informieren. Zum Lernen der Hintergriinde sollte man auf
die bisherigen Texte zurlickgreifen: 63020 bis 63023

Die Beispiele und Aufgaben dieses Textes wurden als eigene Aufgabensammlung unter der Nummer

63201 zusammengestellt.

Hinweis zur Berechnung von Léngen:

Ich lasse die Ergebnisse stets exakt (als Wurzel) stehen, Naherungswerte kann jeder selbst dazu
berechnen. Die meisten Lehrer verlangen hinter der berechneten MaRRzahl die MaReinheit LE, was
Langeneinheit bedeuten soll. Auch dies lasse ich hier konsequent weg.

Doch folgender Hinweis sein erlaubt. Folgende Schreibweise ist inkorrekt:
1
a=[CB|=| -2 | =v1+4+36 =141 LE
-6

Warum? Die Langeneinheit muss uberall stehen, also so:

-1
a:‘CB‘ - {-2} -V1+4+36 LE=+41 LE
6

Und bei langeren Rechnungen ist das oft milhsam. Daher bietet sich folgendes an:
. -1
az‘CB‘ —|| 2 |=V1+4+36 =41 (LE)
-6

Wenn die MaR3einheit in Klammern steht, ist sie nur der Hinweis darauf, dass Uberall die Einheit LE
gemeint ist. Dann kann man darauf verzichten, hinter jeden Zahlenterm LE zu schreiben.

Das ware Ubrigens falsch:

-1
a=|CB|=| -2 |LE=+1+4+36 LE=+/41 LE
58] J Y
—6

Der Betrag mit dem Vektor ist noch keine Zahl sondern der ,Befehl*: Berechne davon den Betrag.

Kompliziertere Abstandsberechnung folgen in 64110

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1 Kann man Vektoren miteinander multiplizieren?

Beim Einstieg in die Vektorrechnung lernt man, wie man Vektoren addiert und wie man Vielfache von
Vektoren bildet, also Zahlen mit Vektoren multipliziert. Das Ergebnis alle dieser Berechnungen sind
wieder Vektoren. Von interessierten Schillern kommt dann oftmals die Frage, ob man Vektoren auch
multiplizieren kann. Dann muss man den Schiilern klar machen, dass dies eine Frage der Definition
ist. Man kann natirlich alles Mégliche definieren und das dann Multiplikation nennen.

Von Schiilern, die vieles vergessen hatten, habe ich ab eine Berechnung wir die folgende gesehen:

-4 -1

2 3 2-3 6
a®6={1J®{—2J= 1-(-2) {—2].
=) 1) {9 () L8

Diese Art ,Produkt* hat jedoch keinerlei Anwendungsmdglichkeit, es ist eine Berechnung ohne

2 3
a) Aus a =[ 1 ] und b= [—2] bilden manche Ahnungslosen diesen Produktvektor:

Sinn und Zweck. Man kann es zwar ,Produkt‘ nennen, doch niemand benétigt es.

b) Eine andere Vektormultiplikation hat sich dagegen durchgesetzt, man nennt das Ergebnis
dann Vektorprodukt oder auch Kreuzprodukt. Die Definition dazu ist jedoch unglaublich

kompliziert. Ich zeige sie hier:

q bl
Gegeben seien die Vektoren a=|a, | und b=|b,
a3 bs
~ a2b3 - asbz
Dannsei axb=| a,b,—ab, |. Das sieht dul3erst kompliziert aus.
albz - aZbl

A
Wie man darauf kommt?

Nun, das ist eine lange Geschichte ...

Wichtig ist im Augenblick nur, dass dieses

(e
Vektorprodukt sehr gut anwendbar ist. 4} //::
a -

Eigenschaften des Vektorprodukts.

1.  Der Vektor axb steht senkrecht auf & und senkrecht auf b.
2. Seine Lange (Betrag) ist genau so groR wie der Inhalt des von a und b aufgespannten

Parallelogramms.

Damit lasst sich etwas anfangen. Mehr dazu, und wie man seine Koordinaten trickreich

schnell berechnen kann steht im Text 66111.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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C) Es gibt eine weitere Art, Vektoren miteinander zu multiplizieren. Das folgende Produkt nennt

man Skalarprodukt und schreibt es so a-b oder ohne Punkt einfach ab .

Das Ergebnis der Skalarmultiplikation ist jedoch kein Vektor mehr ist, sondern eine Zahl (was

man friher Skalar genannt hat, das heif3t so viel wie ,kein Vektor sondern eine Zahl").

a; bl
Definition: Gegeben seien die Vektoren a=|a, | und b=|b,
a3 bs
= a'1 bl
Dannsei |a-b=|a,||b, |=a,-b,+a, -b,+a,: b, (1)
a‘3 b3
Daraus folgt auch: ‘:}é =a’+a,’ + asz‘ )
a-a kirzt man als & ab: ’éz =a’+a,” + af‘ (29

3)(5 5) 13

2) (2 4) (0 3) (4
3|[3|=4+9+36=49 3/{0|=0+0+0=0 |5 [|-4|=12-20+8=0
6) (6 1) (o —2) -4

Die ersten beiden Beispiele lassen erkennen, dass man die Faktoren vertauschen darf: m

1\ (4 4) (1
Zahlenbeispiele: 2|-|-1|=4-1+15=18, -1|-12|=4-1+15=18

In der zweiten Zeile wird das Skalarprodukt zweimal 0. Das erste Mal war es zu erwarten, denn es
wurde ja mit dem Nullvektor multipliziert. Doch das letzte Produkt ist erstaunlich: Hier erhélt man das
Ergebnis 0, obwohl keine Null in den Vektorkoordinaten auftaucht. Vom Zahlenrechnen ist man es
gewohnt, dass ein Produkt nur dann 0 wird, wenn die Null als Faktor beteiligt ist. Beim Skalarprodukt
ist das offenkundig nicht der Fall. Aber gerade dieses Ergebnis hat eine ganz wichtige Bedeutung:
Wenn ein Skalarprodukt zweier Vektoren O wird, ohne dass der Nullvektor daran beteiligt ist, dann
sind die beiden multiplizierten Vektoren zueinander orthogonal. Das hat weitreichende

Konsequenzen.

Jetzt erkennt man: Dieses Skalarprodukt ist eine sehr sinnvolle Einrichtung: Wir werden auf den

nachsten Seiten sehen, wie man damit Streckenlangen und Winkel berechnen kann.
Hinweis:

Diese Berechnungsvorschrift (1) des Skalarprodukts setzt voraus, dass sich die Koordinaten der

Vektoren auf ein kartesisches Koordinatensystem beziehen. (Ein solches hat paarweise orthogonale
Achsen und die Einheiten auf den Achsen haben die einheitliche Lange 1.) . Wirde man also schrage
Achsen andere Langeneinheiten verwenden (etwa auf der x-Achse die Langeneinheit 2 cm, auf der y-

Achse 5 cm usw.), misste man eine ganz andere Definition verwenden. Dann sieht dazu passende
Skalarprodukte beispielsweise so aus: a-b=ab, +a,b, +a;b, +2ab, +2a,b, + 4ab, +4ab, .

Es gab jahrelang Abituraufgaben zu solchen Konstellationen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Wieso kann man mit dem Skalarprodukt LA&ngen berechnen?

Um das zu verstehen — eine Plicht fur jeden Abiturienten — muss man sich an den Satz des

Pythagoras erinnern, und daran, wie man mit seiner Hilfe die Diagonale eines Rechtes und die

Raumdiagonale eines Quaders berechnet.

2.1 Berechnung der Diagonalen eines Rechtecks

Die Seiten des Rechtecks seien a und b.

Dann gilt fur die Diagonale d nach Pythagoras:

@

Nun machen wir dasselbe fir einen Vektor u = (31) den wir
2

in ein Rechteck einbetten. Dessen Seitenldngen entsprechen

den Koordinaten u; und u,. In der Abbildung ist U= (2)

Fur den Betrag des Vektors @ scheibt man |[d|.

Die Bezeichnung ,Lange eines Vektors* eignet sich nicht,
denn ein Vektor ist ja eine Pfeilmenge, und eine Menge

kann keine Lange haben. Nur die unendlich vielen Pfeile des

Vektors haben eine Lange, und diese nennt man dann den Betrag des Vektors.

PR——————————

[S1 5

Entsprechend der Formel (3) berechnet man hier den Betrag des Vektors so:

0] = \u? +u,’ (4)

Andererseits folgt durch Berechnung des Skalarprodukts von u mit sich selbst:

UZ:(EZJ o (3;) = u12 + u22 (5)

Daher kann man (5) in (4) einsetzen und erhalt diese beiden Formeln:

o] =Vi-d = Vi (47)

Oder durch Quadrieren: d

Anmerkungen

=u-u=u (4")

Mit der Gleichung (4") haben Schuler immer Schwierigkeiten. Man muss sie so verstehen:

Links wird eine Zahl quadriert, némlich die L&nge der Pfeile eines Vektors,

Rechts wird das Skalarprodukt eben dieses Vektors mit sich selbst berechnet.

Und wegen des Satzes von Pythagoras ergeben beide Berechnungen dasselbe Ergebnis.

und in (4%) darf man nicht auf die Idee kommen: M . i ist eine Zahl und kein Vektor!

Friedrich Buckel
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2.2 Berechnung der Raumdiagonalen eines Quaders

Das Schragbild eines Quaders mit den Kantenlangen

a, b und c ist dargestellt. Die Raumdiagonale e geht

von einer Ecke mitten durch den Quader zur

gegeniberliegenden Ecke. Es gibt 4 solche Raum- c e

diagonalen. Alle sind gleich lang und werden so berechnet: \

b
e=+va’+b’+c? (6)

Woher kommt diese Formel? Das ist ganz leicht:

Fir die Diagonale d in der Grundflache gilt nach Pythagoras: d” =a® +b®.
Und fiir die Raumdiagonale e gilt im aufgestellten blauen Dreieck nach Pythagoras: e* = d” +c?

Nun ersetzt man d? durch a2 +b? und erhélt e®> =a? +b? +¢?, und schon entsteht (5).

ul
Nun machen wir dasselbe fiir einen Vektor U = {uz} den wir
u3

in einen Quader einbetten. Dessen Seitenldngen entsprechen

den Koordinaten uy, u, und us. u,
Wendet man die Formel (5) darauf an, folgt fir den u
Betrag des Vektors u:

|G| = \/u12 +U,° + U, (7) = u,

Andererseits folgt durch Berechnung des Skalarprodukts von u mit sich selbst:

ul ul
2 2 2 2
u =|u, -|U, [=U+U," +U, (8)

Daher kann man (7) in (6) einsetzen und erhéalt diese beiden Formeln:

o = i-G =i 7)

Diese Formel gilt also zweidimensional genauso wie dreidimensional.

Quadriert man (7°) entsteht dies folgende Gleichung, die wir auf der nachsten Seite bendtigen:

b =t (7)

Sie ist durchaus nicht selbstversténdlich: Links wird die Zahl |G| quadriert, rechts wird der Vektor u
mit sich selbst multipliziert. (7°) sagt uns, dass beide Ergebnisse gleich sind.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.3 Berechnungen: Betrag eines Vektors - Lange einer Strecke

Grundaufgabe 1: Berechne den Betrag eines Vektors.

Dazu verwendet man die Formel (7): |ﬁ| = \/Uf +U22 +U32
2 2
a) d=|-1| = |a|:,/22+(_1) +22=J4+1+4=+0=3

2

5
b) a= {—2} = 4= 52 +(-2)° +18 = /25+4+121 =150 =256 =513

11

Manche Betragsberechnungen lassen sich durch Herausziehen eines Faktors vereinfachen, denn

das 12-fache eines Vektors hat auch dessen 12-fache Lange:

12
) b :{ 48 J = ‘b‘ = /144 + 2304 + 1296 = 27?7 Dies ist im Kopf nicht zu machen.
36

12 2
Aberdies:b:[48J:12-[4J = ‘b‘le-\/4+16+9=12-@

-36 -3
5
3
d) Vv=|Z| = |\7|:1/%+%9+%=,/%:§\/138 bzw. so:
5
1 5
Y =3 7 |=3vJ25+49+64 = 1138
8
Grundaufgabe 2: Berechnung von Streckenlangen

a)  A(13|1),B(2/1/0),C(5|-3|-1). Dieses Dreieck hat folgende Seitenlangen:

AB-b-a=

1 B — —
| 2] = ABz‘AB‘: 1+4+1=+/6
1
2
1

Lange der Seitenhalbierenden: s, = ‘CMAB‘ =1.449+100+9 =1-+/158

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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b)  Ergénze das Dreieck A(-4|3|5), B(-2|2|3), C(3|5]|4) zu einem Parallelogramm ABCD.

Wie lang sind seine Diagonalen?

Parallelogrammbedingung: |AB=DC| < b-a=¢-d < d=c-b+a

(3 (-2 (-4) (1
d=|5|-| 2 |+| 3 |=|6| < D(1/6]6)
4) (3) (5] |6
(3 (&) (7 .
Diagonale AC: AC=|5|-| 3 |=]| 2 e:‘AC‘:\/49+4+1:\/%
4) (5] |1
(1) (-2 (3 o
Diagonale BD: BD=|6|-| 2 |=|4 f=‘BD‘=\/9+16+9=\/§
6) |3) (3

c)  Furwelches t hat die Strecke AB mit A(-1|4|3), B(t—2|2t|3+t) die Lange V17 ?

o (t=2 -1 t—-1
AB=| 2t |-| 4 |=|2t-4
3+t 3 t

[AB] = (t-1) +(2t-a) + 2

‘ﬁ‘ 2t 41+ 42 —16t+16+12 = /612 18t +17

Bedingung: V6t2 —18t+17 =17 | quadrieren
t*-3t=0

Eine quadratische Gleichung ohne Absolutglied I6st man durch Ausklammern:

t-(t-3)=0

Der 1. Faktor liefert t; = 0, der zweite Faktor t, = 3.

-2 1
d)  Welcher Punkte der Geraden g mit X :( 0 JH(ZJ hat von A(-1|4|3) den Abstand V17 2
3 1

ACHTUNG: Dies ist mit anderen Worten dieselbe Aufgabenstellung wie in c).

Zur Lésung verwendet man namlich einen beliebigen Punkt von g. Punkte einer Geraden
berechnet man ja durch die Geradengleichung, welche nichts anderes ist, also die Berech-
nungsvorschrift fir die Ortsvektoren ihrer Punkte. Dazu muss man den Parameterwert t

einsetzen und zusammenfassen.

Fur einen beliebigen Punkt lasst man t einfach stehen: P(—2 +t]0+2t|3 +t).

Vergleicht man das mit Aufgabe c), dann erkennt man, dass dieser Punkt genau dem Punkt B
entspricht.

Den Rest der Lésung kann man dann in g) nachlesen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Trainingsaufgaben

Berechne ohne Rechner die Betrage der folgenden Vektoren. Vereinfache wo mdaglich.

12y (4 —40) _ [% 125 19 0
a=|-3|, b=|-7|, €=|-20|, d=|-%|, &=|-500|. = . V=|-12
4
9

0
4 1000 0 0

Berechne die Lange der Strecken AB:

a)  A(2]4]9), B(-3]-3]5), b) A(6]19[-23), B(26]9]-3)

Zeige, dass das Dreieck ABC gleichseitig ist: A(6/3/0), B(9]6/0), C(9]3]3).

Berechne dann den Mittelpunkt M der Seite AB und damit den Inhalt des Dreiecks.

1 1
Welcher Punkt der Geraden g: X = [ 4J+ r[ 2 J hat vom Ursprung den Abstand N

6 2
a) Zeige, dass alle Punkte von g: X = [ 6J+{5J von den Punkten A(1| 3|-6) und
-1 1

B(71-1]2) den gleichen Abstand haben.

Welchen Namen kdnnte man daher dieser Geraden geben?

b) Gib eine zweite Gerade mit derselben Eigenschaft an.

Man denke sich eine Kugel um den Mittelpunkt M(4|-3|5) mit dem Radius 11.

Untersuche die Lange der Punkte A(6[3|-4), B(1/6]|-3), C(-1|-5]6) relativ zur Kugel.

(Das heil3t: Liegen sie innerhalb, auRerhalb oder auf der Kugel?)

Gegeben ist eine Kugel durch M(2|5|-1) und r=7.
Bestimme die Lage der Punkte A(6|-1/4), B(8|3|2), C(0|8|2).

Gegeben ist ein Kreis durch M(-3|10) und r = 15.
Bestimme die Lage der Punkte A(4|5), B(10|1), C(6|-2).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 Winkelberechnung

3.1 Anwendung des Kosinussatzes auf ein Vektordreieck
Herleitung der Kosinusformel fir Winkelberechnung (Theorie)

In der Trigonometrie lernt Kosinussatz kennen.
Er wird bei nicht-rechtwinkligen Dreiecken angewandt.

Es gibt ihn in drei Formen:

a’ =b® +c? —2ab-cosa (9a)
b®> =a® +c® - 2ac-cosp (9b)
c? =a®+b*-2ab-cosy (9c)

Die zweite Abbildung entspricht ganz der ersten, nur
wurden die Dreiecksseiten durch Vektorpfeile ersetzt.
Um den Kosinussatz hier anwenden zu kdnnen,
muss man die Seitenbezeichnungen durch die

Betrage der Vektoren ersetzen. Aus (9c¢) wird dann:

o =[a" + B[ ~2-[a] [B]-cosy (9c)

Auf Seite 7 wurde hergeleitet: |[i]° =02

Diese Formel wenden wir auf (9c*) dreimal an und erhalten: ¢2=a2+b%- 2-|é|~‘5‘~005y (8).

Aus der Abbildung erkennt man, dass b+¢=a ist, alsogilt c¢=a-b

Multipliziert man ¢, also (5—6) mit sich selbst, erhalt man c2 = (é—B)-(é—B) =32 —ba-ab+b?
Weil b-a=a-b ist, kann man vereinfachen: c2 = (é— 5)2 = a2 -2ab+b?|.
Jetzt ersetzen wir in (8) dir linke Seite damit und erhalten: @’ -2ab+b* =& +b* - 2'|51| : ‘5‘ -cosy
Daraus folgt: —2ab=-2. |é|.‘5‘.005y
Und schlieRlich: ab = |é|~‘5‘ .cosy

a-b
Und hier unser groRRes Ziel: Cosy = |é| ‘5‘ 9)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.2 Ubersicht tiber Winkelaufgaben

1)

()

®3)

(4)

(5)

Zu zwei Vektoren gibt es zwei Winkel. hre Summe betragt 360°.

In einem Dreieck gibt es 3 Innenwinkel. lhre Winkelsumme betragt 180°.
Unter diesen Winkeln kénnen auch stumpfe Winkel sein, also zwischen 90° und 180°.

Es wird schwierig sein, diese zu identifizieren.

Zwei Geraden, die sich schneiden, erzeugen 4 Schnittwinkel, o
von denen je 2 gegeniberliegende Winkel gleich grof3 sind. a
Man nennt sie Scheitelwinkel. Benachbarte Winkel (sie heil3en

Nebenwinkel) haben die Summe 180°.
Sind die Geraden orthogonal, sind natrlich alle vier Winkel 90° grof3.

Zwischen einer Geraden und einer Ebene (die sich schneiden) gibt es zunachst keinen
sichtbaren Winkel. Erst wenn man die Gerade projiziert, sieht man zwei Geraden und
kann einen Winkel identifizieren:

Projiziert man g senkrecht auf E, dann entsteht h.

Der Winkel y zwischen g und h ist der

kleinste mogliche Winkel. Projiziert man g

schrag auf E, entsteht beispielsweise k,

und der dargestellte Winkel o zwischen g

und Kk ist groRBer als y .

(Nicht vergessen, es gibt zu jedem dieser Winkel noch einen zweiten (180° —y).

Ein Trick hilft jedoch, die schwierige Aufgabe mit der Projektionsgeraden zu umgehen:

Die Normalenvektoren n der Ebene bilden mit g einen sofort erkennbaren Winkel y', wenn
man einen Pfeil von n im Schnittpunkt von g und E ansetzt. Wegen y +y'=90° hat man
dann auch schnell vy .

Es sei noch auf einen Trick hingewiesen: Die Formel (9) gestattet Winkelberechnungen.

Ersetzt man in ihre cos durch sin, dann wird gerade der Nebenwinkel (90o —y) berechnet.

S
cl

Und daher liefert [SINY = tatsachlich nicht den Winkel zwischen fi ynd g, sondern

=]

ul

den gesuchten Winkel 7 -

>l

Zwischen 2 Ebenen bestimmt man ebenfalls den - 1 E
kleinsten Winkel als denjenigen, der zwischen

ihren Normalenvektoren vorkommt:
V1

n-n
cos<«(E ,E)) =cosy = —
n

1

4P

n
2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.3 PRAXIS: Winkelberechnung mit der der Kosinusformel

Die Themen ,Schnittwinkelberechnungen zwischen Gerade und Ebene" sowie ,zwischen zwei

Ebenen“ werden im Text 64300 ausfiihrlich im Zusammenhang mit gréReren Aufgaben behandelt.

3.3.1 Grundaufgabe 3: Berechne die Winkel zwischen den Vektoren G und V.

Beispiele:
a) U= i V= % = cosy = u-v >+r2+4 -
2 2 -N V25+1+4-V1+4+4 /303
- . T CITEI3653) n :
Mit dem Taschenrechner: 0% 0,8373434077| Frac Result idoe |
: cos U 57624326 brnG Tome  ilamnect
(Grafikrechner CASIO fx9860) 260-A : ray Tyee  igonnec
ns 312.0237567 Derivative :0ff
QmP 18X ode: Kea
[0e3 [Rad [Gra

Die erste Berechnung war falsch,
der Grund war der, dass die Winkelberechnung auf Bogenmalfl eingestellt war.
Daher wurde (rechte Abb.) auf Degree (Gradmall) umgestellt und neu berechnet.

Der zweite Winkel ist die Differenz zu 360°.

Ergebnis:  y, ~47,98°, y, ~312,02°.

-5 1 - e ~
b G=|-1| v=|2 N cosy =4V - 5-2+4 3
2 2 |-V V25+1+4 -Vi+4+4 30-3
Mit dem Taschenrechner: ;:Z"ﬂ(' M 30 8257567
=-HNs
(Grafikrechner CASIO fx9860) 227.9762433
Ist der Kosinus negativ, dann liegt der Winkel im
2. oder 3. Feld, das heilt y, ~132° und y, ~ 228°.
-6 1 I
) uU=|-2| vV=|-2 — cosy=V _6+4+2_0_,
1 2 [d]- V]

Den Nenner muss man dann nicht mehr ausrechnen:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zu a) Winkelberechnung mit dem CAS-Rechner CASIO ClassPad
aus dieser Formel heraus:

¢ Edit Aktion Interaktiv X

Zuerst zeigt der Rechner nur einen umgeformten Term an. = 0 ] R4 Rl Y
11 o
Nach Anklicken des blau umrandeten ,Umwandlungs-Icons* Y~y
erhalt man das erste Ergebnis. Es wurde allerdings auch auf cos-t[“_'g‘-gﬁ]
Grundlage des Bogenmales berechnet. (2. Zeile) cos-1¢—L
30 =3
8.8373434077
. - e 11
Nach Umstellung auf das Gradmalf (Pfeil) erhalt man y, cos-1¢ T3
(3 Zelle) b 47,97624326
Den zweiten Winkel berechnet man wie oben durch Subtraktion 1
von 3600. Algeb Standard Real Gra dml
WARNUNG:
I . . . 11 . o
Es gibt immer wieder Schiiler, die cosy = e als Gleichung auffassen und sie mit ihrem CAS-

rechner auch als Gleichung I6sen wollen. CASIO ClassPad liefert dann diese unangenehme

Uberraschung:

¥ Edit Aktion Interaktiv

o O ] e

solvelcos(xi=

’
B x3

{x=2608-constn(1)-47. 97624326, x=2360- constn(2)+47. 97624326 }

N Edit Aktion Interaktiv X

Zunéchst einmal zeigt der Handheld nur diesen Ausschnitt an. @m E:;] el  [2]

1 i} 1 i H “ e
Die Gberlange Zeile muss man mihsam ,erklicken”. colvelcas(x)= 3;1 ~ o
b

{x=360-constn(1)-47.976»

(Mein Computer kann dies besser simulieren.)

Der Rechner 16st hier diese Aufgabe: Fir welche x-Werte liefert die Kosinusfunktion den
11
v30-3

Man konnte sie so schreiben:

Wert ? Weil die Kosinusfunktion die Periode 360° hat, gibt es unendlich viele Lésungen.

Zu x, = 47,976...° gibt es die unendlich vielen Werte 47,957...+z-360° (z = ganze Zahl)
und zu x, = 360° - 47,976..° ~ 312,024° gibt es noch die Werte 312,024° +z-360° .

Also ein fiir unsere geometrische Anwendung véllig tiberzogenes Ergebnis.
Man vermeide ,solve" an dieser Stelle!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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q a

Zua Winkelberechnung mit dem CAS-Rechner Tl Nspire mT

) ! = JR—— alf £
wket [Gos ]

Exponentiatformat
heraus: S

11
30-3 Reell oder Komp
Wektorfo Katesisch <= hd
*Nicht gespeicherte w  {5IE3 Euucks.l |standaru] IAhhruch]

47.9762 2

*Nicht gespeicherte w @n

aus der Formel cosy =

Mit den Voreinstellungen

5|z

,Grad" und ,Approximiert"

erhélt man das Ergebnis so:

47 9762 "l
4] 1.1 | P *Nicht gespeicherte w @m
J_n 47.9762 1
cog
J30 3
360-47 976243263983 312.024

Wer aber im Moment der Berechnung die oft glinstige Einstellung ,Exakt” eingestellt hat, erlebt

folgende Uberraschung:

] Allgemeine Einstellungen

*Nicht gespeicherte w @n

Al
1 1-1;'30 ml
cos’t| ———
S0

a

[Pirsesgozsen iz <) 2l
Winket -

E (RN rr—
|
Reell oder Kompleg, a1 |,- *Nicht gespeicherte w B3
Berechnungsmodls: | Exakt vI =
vmuem ' Al2: In Bruch a i of L1 11-1’30 M
= 1Al InB pproximieren cos cos| ———
: Al3: Faktorisiere \||‘30 3 90
’Zumcks_] ’Standardl IMhruch = : W4 Kleinstes gemeinsames Vielfaches
=1l I & 6: S|S: GréRter gemeinsamer Teiler AnsPDecimal
\ € TMB: Rest o oTeAmen REREE ) AmspDecimal
: F|7: Bruchwerkzeuge »
: F|8: Zahlerwerkzeuge »
@ A: TIS: Komplex L
11430 47 9762
cos™ pDecimal
= S0
1/39

Die Formel wird nicht berechnet — weil es dazu kein exaktes (die Voreinstellung verlangt dies ja)
Ergebnis gibt. Dann muss man sich durch die Menus hindurcharbeiten: Menl 2 — Zahlen — Dann
1 — In Dezimalzahlen konvertieren. Dann erscheint die Einblendung ,Ans> Decimal“. Driickt man

~enter®, &ndert sich die Darstellung und man sieht das, was der letzte Screenshot darstellt.

WARNUNG:

Auch bei diesem Rechner sollte man die Berechnungsaufgabe cosy = nicht als Gleichung

11
J30-3

interpretieren, die man mit ,solve“ I6sen mdchte. Denn passiert folgende ,Katastrophe*:

Der Rechner interpretiert die Aufgabe als Funktionenaufgabe:

1,

J30.3

Wegen der Periodizitat der Kosinusfunktion gibt es unendlich viele solche Zahlen fur x.

1.1]p *Nicht gespeicherte w @n

solve cos[x)=Lx =
34030

x=360.-(n2+0.133267) or x=360.-(n2-0.123267)

.FUr welche x besitzt die Funktion f(x) = cos x den Wert

Die erste Lésung wirde man dann fir n, = 0 erhalten: X, =360 ~(0 +0,133267) =47,796...

usw. Eine fur geometrische Anwendungen vollig ungeeignete Losung.
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Winkelberechnung mit einer CAS-internen Vektorformel

1. CASIO ClassPad: [ Edit B intersktiv_ (%]
]'I:II'.lr‘n_1‘n:-rnt;mljr_l‘-*;l-s'n‘:1 4 |
eltertanren 4
Die zuvor berechneten Winkel zwischen u und v I||:| Eg:nePcihel;ung :
Liste—-Erstellen
5 1 Hste—BErecthen »
i i i atrizx—Erstellen »
G=|1| v=|2 Ny Edit Aktion Interaktiv X} | Matrize .
augrment
2 2 fill
dim v
unit
kann man iiber den Befehl angled| 11,12 1 Befehlef™—rome
'-2— —2— TOrTrT
angle berechnen lassen. ms-i[ 11+1/38 ] E””ESP
aE ot
Bei der Voreinstellung s 1] t-:-Eelct
toFo
,Standard“ erhalt man die angle(| 1 |5} 2 1> taSph
L2] L2 toCyl
Ausgabe der 1. Zeile, 47.9762432¢6 -
. u}
das man durch Anklicken des Alast] Standard R§al Gra g

Umwandlungsicons in die Dezimalzahl 47,976... umwandelt.
(2. Zeile).
Klickt man jedoch auf die Voreinstellung ,Standard”, dann erscheint an dieser Stelle ,Dezimal”“ worauf

Das Ergebnis sofort als Dezimalzahl angezeigt wird.

2 TI Nspire. dj1.1 | b *Nicht gespeicherte w ﬂm
' ) 5 =
i 1.
Die angle-Funktion leistet hier nicht das Gewdinschte. L‘ LJ
Ich empfehle daher, wie auf der Seite zuvor zu verfahren. __[1_ [1}
V=2 2.
Hat man allerdings die betreffenden Vektoren schon 2] 2.
definiert, dann kann man das Skalarprodukt tiber dotP() cos“(L(u'v]) 42.9782
normliujl nom[v]
und den Betrag der Vektoren mit norm() berechnen i -
173

lassen, etwa so wie gezeigt.
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3.3.2 Grundaufgabe 4: Berechne die Innenwinkel eines Dreiecks.

a)  A(5]10), B(2]|0]-7), c(3]2|-1) Berechne Seitenlangen und Innenwinkel.
(2) (5) (=3} __ (3) (5) (=2} __ (2) (3) (-1
AB=| 0 |-|1|=|-1|, AC=| 2 |-|1|=| 1|, CB=| 0 |-|2|=|-2
-7 0 -7 -1 0 -1 -7 -1 —6
o -1
Die Seitenlangen zuerst: a:‘CB‘: 2| =v1+4+36 =+/41
-6
. -2 . -3
b=[AC|=| 1 |=va+1+1=v6  c=[AB|=| -1 |-Vo+1+49 =59
-1 -7

Diese Berechnungen benétigt man ohnehin fir die Nenner der Winkelformel.

Die Bezeichnungen seien wie tblich, also a an der Ecke A usw.

-3) (-2
I = B
AB-AC (-7)-1) 6-1+7 12

cosq=—— = = -
‘ABHAC‘ J59 6 5946 /596
3) (1
I ER A
cosp- BABC _\7)\6) 3+2:42 a7
|AB|-[BC| B9-Val V59-\a1 59-Va1
1) (2
2|1
CB-CA (-6)|1) - _ _ .
cosy _ CBCA 2+2-6 -6 CB

" lce[[ad” VaivE  JaiVe Jai-e

cosl (12+139+16

+ care 20134396933

Taschenrechner: cosT T tosi76
cos-l (-6+l41+l6&

112.4914789

Eine kleine Kontrolle: Der gré3ten Seite c liegt auch der gré3te (hier stumpfe Winkel gegentiber.

Achtung: Die drei Abbildungen zeigen, wie man die Vektoren zu verwenden hat. In der folgenden

Rechnung wurde B mit einem falsch orientierten Vektor berechnet:

-3) (1
12
AB-BC (-7)\6) —3-2-42  _47 Cc

\x@\.\géf@.m: J59 a1 5941

cosf'=

Wenn man statt BA AB verwendet.

v

wird der Kosinus negativ und man AB B AB

erhalt B'~162,87, also den AuRenwinkel!

Man sollte immer Vektoren verwenden, die vom Scheitel des Winkels ausgehen.
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b) A(2]4]-3), B(2]-2|-3), C(1]2|3) Berechne Seitenlangen und Innenwinkel.

=(SHEHE =BG =6

-1
[4 =1+16+36 =+/53

Seitenlangen des Dreiecks: a= ‘ﬁ‘ =
6

-1

b=[AC|=| -2 =1+ 4+36 =41

:‘ﬁ‘: 6| =6

0 -1)
o -6 || -2
. AB-AC 0 6 0+12+0 2
Innenwinkel: cosa = = 2 =

\EHA—C\ 6-/41 64l  Jal

0) (-1
|8l 4
BA.-BC |(0)|6 24 4

COSB=———== = =
‘ABHBC‘ 6-4/53 6-4/53 /53
1) (1
- 4| 2
B.CA (-6)|-6) 1-8+36 29
cosy =

‘CBHAC‘ J53 a1l J53-J4L /53 -4l

Man kann den 3. Winkel natirlich auch tiber die Winkelsumme berechnen!

cos-l (Z+14]1)
71.79923974

cosl (4+153)
56.6712422

cos-l (29+153+141)
51.529518086

188-71.8-096.7
51.5

FMA
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3.3.3

Wenn sich zwei Geraden schneiden, gibt es vier Schnittwinkel.

Die jeweils gegenuberliegenden sind als Scheitelwinkel gleich.

Also folgt: v, =v5, Y,=7Y, und 7y,+7y,=180" usw.

Es kann jetzt also keine gréReren Winkel als 180° geben, und der
kleinere von beiden ist kleiner als 90°. (Es sei denn, die Geraden
sind orthogonale, dann sind alle vier Winkel gleich groR: 90°.
Durch eine einfache MaRhahme garantiert man nun, dass die
Kosinusformel immer den kleineren Winkel liefert: Man setzt fir den

Kosinus Betragsstriche. Dannist 0 <y, <90°:

Schnittwinkel zweier Geraden.

cl
<!

cosy =

<!

cl

Grundaufgabe 5: Berechne die Schnittwinkel zweier Geraden

b)

2 4 2 2
g: X=| 1 |+r| 4 | und h: x=| 1 |[+s|-1
-8 -7 -8 2

Diese Geraden haben denselben Aufpunkt, also schneiden sie sich.

o5y la-v] |8 —4-13| |20 10
! [o]-v| V16+16+49 -v4a+1+4 9-3 27
Ergebnis: v, = 68,26° = y, =180° -y, =111,74°

o

-0 Wenn de r Zahler Null wird, muss man den Nenner

gar nicht weiter ausrechnen.

Der Schnittwinkel betragt also 90°, d. h. die Geraden sind orthogonal.

VORSICHT: Das stimmt aber nur dann, wenn sie sich schneiden!

Lageuberprifung mit der Determinantenmethode: (Text 63300 Seite 6 ff)

|5 1 3] 5 1
D:‘G v AB‘: 4 -1 3| 4 -1-15-6+12-6-15+12=12=%0
2 1 3| 2 1

Also sind die Vektoren G,V und AB linear unabhéngig, also liegen g und h nicht in einer

Ebene, sind also windschief: Es gibt somit weder einen Schnittpunkt noch einen
Schnittwinkel.

Eine bose Falle! Also aufpassen und nicht voreilige Schliisse ziehen!
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3.3.4 Grundaufgabe 6: Berechne die Schnittwinkel zwischen E; und E,

Die Abbildung zeigt, dass es vier Winkel zwischen zwei ﬁz E,
Ebenen gibt. Ahnlich wie bei zwei sich schneidenden

Geraden sind die gegenuberliegenden gleich grof3

(Scheitelwinkel), und benachbarte ergeben zusammen 180°. Y, E,

Diese Winkel zwischen zwei Ebenen kann man ohne eingezeichnete

Hilfslinien nicht sehen. Um sie zu erkennen, muss man die beiden Ebenen mit einer zur
Schnittgeraden senkrechten Ebene schneiden. Dann erhalt man etwa die dargestellte Abbildung.
Dort ist auch eingezeichnet, dass es diese Schnittwinkel auch zwischen ihren Normalenvektoren gibt.
Und so werden sie auch berechnet: Als Winkel zwischen den Normalenvektoren.

In der Regel verwendet man auch noch Betragsstriche, damit man sofort den Winkel bekommt,

der héchstens 90° groR ist:

A, -,
cos«(E,E,)=cosy=71——""""
R
L
Beispiel a) Gegeben: E;: 2x+6y-5z=34 und E;; -4x+y+9z=12
2 -4
Normalenvektoren:n, =| 6 | und n,=| 1 |.
-5 9
o |-8+6—45]| 47
Schnittwinkel: cosy, =

J4+36+25.416+1+81 +/65-98
Jeder Rechner liefert: v, ~53,9° und dann folgt: y, =180° -y, ~126,1°.

1 2 -1 7 -4 2
Beispiel b) Gegeben Ej;: X=|0|+r| 1 |+s| 2| und E;: X=[12|+r| 1 |+s|-2
1 -1 0 3 1 7

Jetzt missen die Normalenvektoren erst noch berechnet werden. Ich zeige zwei Methoden!

Zu E;: Zu E,
5 mit.Skal | S | |
-4 2
~ R R ~ _ _4 2 1><_2
U-n=0 < 2n,+n,-n,=0 (1) m=u,xv,=| 1 |x|-2 1 7
1 7
o 7Y (=2) (9 <2
V,;N1=0 < -n+2n,=0 (2 m=|2|-{-28|=|30 2
1 7
8 2 6
Wahle n,=reR = n =2r
In@): ny=2n,+n, =4r+r=">5r Man n'rrén;lt davon ein Drittel:
Zr 2 I’ﬁ'z 10
n=(r|, z.B. r=1: ﬁz(l} 2
Sr 5

n-m'  6+10+10

TR Ve iz

y, ~63.5°, y, =180° —y, ~116,5°
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3.35 Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Grundaufgabe 7: Berechne die Schnittwinkel zwischen g und E.

Um die Schnittwinkel zu sehen, muss man die Gerade n
senkrecht auf die Ebene projizieren. Ist die Bildgerade g,
dann liegen die Schnittwinkel zwischen g und g'.
Man erkennt aber, dass es zwischen g und den /
Normalenvektoren n von E einen Winkel B gibt,
der mit einem der beiden Schnittwinkel die Summe
90° ergibt.
2 1
Beispiel: E: 4x+3y—-7z=28 und g: X=[0|+r| 1
5 -2
4 1
3.1 cos (ZIT(7a%6))
|ﬁ-ﬁ 25 4edeln 01 og-fine 115083954
1. L6sung COSP =17 = = — 180-A 85.28499605
A[-Jd V16+9+49 \1+1+4 +74-J6 746 " s4.71500395
B~47° = a,=90°-B,~853° und a,=180°-a, ~ 94,7
2. Losung Verwendet man sin statt cos, dann bekommt man sofort O.:

4Y (1
3|1
_JR-gl —7) \2 443412 21

T T Vi6+9+ 49 Vie1:d 746 746

sina,

o, ~853° und a,=180°—a, ~ 94,7
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Trainingsaufgaben

9) Berechne die Winkel zwischen den beiden Vektoren

d el ) o

10) Berechne die Seiten und Innenwinkel der Dreiecke

a)  A(-4]3]1), B(2/0]1), C(5]-2]-1)
b)  A(-2]1]-1), B(0|2]-5), C(3]|3]2)

c)  A(-2]0]-5), B(1]2]-9), C(-7|-3]-4)

11) Berechne die Schnittwinkel zwischen folgenden Geraden.

(Uberprife zuerst, ob sie sich schneiden!!)

1 2 5 1
a) g: 1J+{1J, h: X = SJH(—lJ

-5 4 3 0

-2 3 -5 5
b) g X = 1J+r[—2], h: 3]+r[5}

0 5 -5 -1
C) g X=|1|+r| 1 h: 0|+r|3

4 -7 6 4

3 4 3 2
d) g: X = —4]+r[—7] h: —4}+r(2}

-2 -4 -2 1

12) Bestimme t so, dass das Dreieck ABC rechtwinklig wird.
A(1)5]-1), B(3]2]-2), C(1]t|-3)

i
Il

X1
Il

i
I

x|
Il

13) Gegeben sind die Punkte P(4|2|-1), Q(0|3|-3). Der Punkt R ist ein beliebiger Punkt der

2 2
Geraden ¢g: x=| -1 |+r| -5 |. Bestimme die R, so dass das Dreieck PQR rechtwinklig wird.
5 1

1 2 -1
14) Gegebensind: E;: 2x-y-2z=12, E,; 12x-12y+z =34, Es: i=[0}+r{l}+s(3}

1 0 1
1 2 3 2
g X=|-1|+r{-3|undh: X=|-4|+r| 1 |. Berechne die Winkel zwischen:
1 -6 -5 -12
a) E., Es b) E;und E;, ©) gund E;, d) hundE,

15) Firwelches k sind E;: 4x+ky—-(2-k)z=4 und E,: x-2y+z=4 orthogonal?
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Trainingsaufgaben

1) Berechne ohne Rechner die Betrage der folgenden Vektoren. Vereinfache wo maglich.

12
a=|-3|: |a] =144 +9+16 =169 =13
-4
— 4 —
b=|-7 ‘b‘=\/16+49+16=«/8_1=9
4
-40 -2
¢=|-20 |[=20-| -1 |=20-v4+1+4 =20-3=60
40 2
7
d=|-%|: ‘dzg- ~4|=1.49+16+16=1.9=1
_4 —4
9
125 1
é=|-500/: |é|:125-{—4]:125~«/1+16+64:125-J§1=125-9:1125
1000 8
19
u=|0 ld] = sofort: |t[=19!
0
0
V=|-1V2 V=12
0

2) Berechne die Lange der Strecken AB:

o (-3) (2) (-5)
a)  A(2]4]9), B(-3]-3]5): AB:(—sJ— 4]:(—7} |AB| = /25 +49+16 = 90
5) (9) |-4
20 2
b)  A(6]19|-23), B(26]9|-3) ‘AB‘: ~10[=20.| -1|=20-/4+1+4 =20-3=60
20 2
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3)  Zeige, dass das Dreieck ABC gleichseitig ist: A(6/3/0), B(9]6/0), C(9]3]3).

c:‘ﬁ‘z g -J9+9 =18 =19-2 =32 oder: c:‘ﬁ‘:B(i]:S-x/mz&/i
0 0
o-[Ac] - § 5882 -3

_[pgi- —03]=m 8733
3

Das Dreieck ist gleichseitig.

15
Mittelpunkt von AB: rﬁABzg-(éer):%{Q e Mg (21210)
0
9) (£ 3 1 b=c
Hohenvektor: MeC=[3|-|2|=|-2|=2%]1 h
3 0 3 2 )
ic
Berechnung der Hohe: h=‘MABCI=%-x/1+1+4:§~«/5 c
Flacheninhalt: A=%.‘ﬁ‘.h=%.3ﬁ.%@ 9\/_ N 2\/‘ \/‘

HINWEIS: Fir das gleichseitige Dreieck gibt es Formeln, die in jeder Formelsammlung
stehen. Handelt es sich hier jedoch um eine Aufgabe, die ohne Hilfsmittel

zu l6sen ist, dann kann man sich diese Formeln selbst schnell so herleiten:

Die Hohe zerteilt das Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke. In diesen kann man

fur diese Hohe eine Formel mit Hilfe des Satzes von Pythagoras herleiten:
h2+(%c)2=02 =N h2=02—%02=%02 Also: h:%\/§
N

Damit folgt fiir den Flacheninhalt: A==-c-h=

N | =
I\)|H

Ergebnis: A=1c?3

wobei in ¢ die Seite des gleichseitigen Dreiecks ist,

die In Formeln meistens mit a bezeichnet wird.

Damit folgt zum Vergleich: A= %(3\/5)2 N3=1.9.2.3=23
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1 1
4) Welche Punkte der Geraden g: X = { 4}+ r( 2 J hat vom Ursprung den Abstand 107

-1 -2
Losung
Beliebiger Punkt von g: P(1+r|4+2r|-1-2r)
Ursprung: 0(0]0]0)
. 1+r

Verbindungsvektor = Ortsvektor von P: X=0P=| 4+2r

-1-2r
Betrag: || :\/(1+ r) +(4+2r) +(-1-2r)
Quadrat davon: X[ =1+ 2r +12 +16 +16r + 4r% + 1+ 4r + 4r?

X" =9r? +22r +18

Bedingung: X =10 : 9r2+22r+18=10

9r2+22r+8=0

Nun bendétigt man die allgemeine Lésungsformel fur die quadratische Gleichung

_-b++b?*-4ac

12 mita=9,b=22und c =8:
2a

12 18 18 18 _%_ 9

_-22+/484-4.9.8 _ 224196 _-22+14 :{—%}é

18

Zu r, = —¢ gehort X, =

1 1) (1-2) (-1
Zu r, =2 gehort: X,=| 4 |+[2]] 2 |=| 4-4 |=| 0 P,(-1]0]3)
-1 —2) (-1+4) |3

Da die Menge aller Punkte, die von einem Punkt O den Abstand V10 haben, auf einer Kugel

liegen, hatte man diese Aufgabe auch so formulieren kénnen:

<
VO
np
N——
+
|
©|s
VR
N =
N—
|
T
|
olmwloo‘ﬂ#
Il
mlgolm
-0
—_
©olun
©|8
|
©|-
S—

|
©|=

Berechne die Schnittpunkte der Geraden g mit der Kugel um den Ursprung mit Radius J10 .

Die Kugelgleichung ist dabei:  x* +y® +z* =10. g wird dann koordinatenweise eingesetzt.
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6 2
5a) Zeige, dass alle Punkte vong: X = L 6 JH[SJ von den Punkten A(1]|3|-6) und B(7|-1|2)
-1 1

den gleichen Abstand haben. Welchen Namen kénnte man daher dieser Geraden geben?

Losung

Beliebiger Punktvon g:  P(6+2r |6+5r|-1+r).

_ (6+4+2r 1 5+2ry _  (6+2r 7 -1+2r
Daraus folgt: AP=|6+5r|—| 3 |=|3+5r|, BP={6+5r |—|-1|=| 7+5r
—1+r ) 5+4r =1+r 2 =3+r

Abstand AP: ﬁ:‘ﬁ‘ :\/(5+2r)2 +(3+5r)2 +(5+r)2

= /25 +20r + 4r? + 9+ 30r + 25r% + 25 + 10r +r? =+/30r? + 60r + 59

Abstand BP: BP = ‘@‘ :\/(—1+ 2r)2 +(7+5r)2 +(—3+r)2

=\1-4r+4r> + 49+ 70r + 25r> + 9 — 6r +1% = /30 + 60r + 59
Diese Abstande sind gleich grof3. Daher ist g eine Mittelsenkrechte von AB.

Hinweis 1: In einer Ebene gibt es genau eine Mittelsenkrechte. Im Raum gibt es unendlich viele,

die alle in einer Mittelebene zu AB liegen. Deren Gleichung kann man so aufstellen:

6

Man verwendet den Vektor n= AB = [—4] oder die Halfte davon als Normalenvektor.
8

Dann lautet die Gleichung der Ebene: 3x-2y+4z=k

Mittelpunkt M(3]1]-2) von A, B eingesetzt: 3-[3]-2-[1]+4.[2|=k < k=-1
Also heif3t die Gleichung E: 3x-2y+4z=-1
Oder: -3x+2y-4z=1

b) Gib eine zweite Gerade mit dieser Eigenschaft an, also eine zweite Mittelsenkrechte.

Losung:  Jede Mittelsenkrechte muss durch den Mittelpunkt M(3 | 1] —2) von A und B gehen.
- 6 3
und sie muss auf dem Normalenvektor n=AB =| -4 | bzw. auf | -2 | senkrecht
8 4

stehen. Also muss man nur einen Vektor ,basteln”, der mit diesem Vektor das

3)(2
Skalarprodukt O hat, etwa so: {—2} . [1} =6-2 + =0
4 )\?

Die Koordinaten 2 und 1 habe ich beliebig gewahlt, jetzt erkennt man, dass dann die

dritte Koordinate -1 sein muss, damit das Skalarprodukt O wird.

3 2
Zweite Mittelsenkrechte: X :{ 1 J-i‘ r[ 1]
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6)  Man denke sich eine Kugel um den Mittelpunkt M(4|-3|5) mit dem Radius 11,
Untersuche die Lage der Punkte A(6]3|-4), B(1/6]|-3), C(-1|-5|6) relativ zur Kugel.

(Das heil3t: Liegen sie innerhalb, auRerhalb oder auf der Kugel?)

WISSEN: Eine Kugeloberflache besteht aus der Menge aller Punkte, die vom Mittelpunkt
den gleichen Abstand (hier r = 11) haben.

Losung

o -2

AM = ‘AM‘ =|| -6 ||=+v4+36+81=+121=11: A liegt auf der Kugel(oberflache).
9

L 3

BM = ‘BM‘ —|| -9 | =vOo+81+64 =154 >11: B liegt auRerhalb der Kugel.
8

L 5

CM= ‘CM‘ =|| 2 |=425+4+1=+/30 <11: C liegt innerhalb der Kugel.
-1

7)  Gegeben ist eine Kugel durch M(2|5|-1) und r=7.
Bestimme die Lage der Punkte A(6|-1/4), B(8|3|2), C(0|8|2).

Losung

e

AM = ‘AM‘ —|| 6 |=v16+36+25 =77 >7 A liegt auRerhalb der Kugel.
-5

_r-e

BM = ‘BM‘ =l 2 |=V36+4+9=49=7=r B liegt auf der Kugel.
-3

2

CM= ‘CM‘ =|-3|=v4+9+9=122<7 C liegt innerhalb der Kugel.
-3

8)  Gegeben ist ein Kreis durch M(-3|10) und r=15.
Bestimme die Lage der Punkte A(4|5), B(10|1), C(6|-2).

Losung
— -7
AM = ‘AM‘ = ‘[ 5 )‘ =/49+25 =74 <15 A liegt innerhalb des Kreises.
— = -13 _ .
BM = ‘BM‘ = ‘( 9 ]‘ =+/169+81=+/250 > 15 B liegt auRRerhalb des Kreises.
— = -9 -3 . .
CM =‘CM‘ = (12] = 3‘( 4 ]‘ =3-49+16=3-5=15=r C liegt auf dem Kreis.
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9) Berechne die Winkel zwischen den beiden Vektoren

a) U= g V= _23 cosy = uv__ 6+6+8 ___ 8
4 2 -V Va+9+16-v9+4+4 29417
CosT (BHI295T17)
Y, ® 68,90 y Yo R 291'10 260-Ans 68.88126338
291.1187366

b) u= E:SL V= _25 cosy = u-v -5+10-6 -1
-6) 1 |a]-v] V1+25+36-v25+4+1 +/62:4/30
Y, ~913°, vy, ~268,7° N Edit Aktion Interaktiv
CASIO Classpad: cos-1¢ )
ez #3238
4 2 U-v 8_6-2 91.32863315
a b u-v —o- 36@-ans
) a={3b=|-2 COSy = ——— = =0
{_J [ 2 J |a-[v] V16+9+1-y3-4 263.6713669

aundb sind orthogonal, d. h. y, =90°, y, =270°
10) Berechne die Seiten und Innenwinkel der Dreiecke

6 9 3
a)  A(-413|1), B(2]0[1), C(5]-2]-1) E:[—3], Tc{-s], %:[—2}
0 -2 -2

‘Kﬁ‘:\/36+9 =45, \KE\:\/81+25+4=\/E, ‘B‘E‘:\/9+4+4:\/ﬁ

AB.AC 54415 o [ Edit_Rktion Interaktiv :
cosa, = ‘ﬁ‘ . ‘A_C‘ = \/E\/m a~1227 |n-s zltp@;&wdfﬁ v|
j 54+15 -
o cosTie 45 %118 ’
cosp BC-BA -18-6 B ~ 150,2° 11.26818981
[y ey gy p— i ) -24
BC|-[BA| V1745 cos-1¢——24 )
Y17 /45
150, 1949712
=N ~o ) 27+14
cosy = 30\ C_B _ 27+10+4 y ~18,54° cos 1(—'_11@ = p
CA|-|CB x/m\/ﬁ 12.53633896

11.27+158.19+18.54

. . o 180
Die Abbildung zeigt einen Screenshot von CASIO ClassPad. hich
In den ersten drei Zeilen wurden wie mit einem ,gewdhnlichen® snaleq S P =)
Taschenrechner die Winkel berechnet, Man acht darauf, wie man "3 7 o6 11.26818951
die Vektoren einsetzen muss! (Siehe Seite 17). angled| -2 [,| 3 [»
-2] e |
___ 158.1949712
Dann zur Kontrolle die Winkelsumme! -2
angled| 5 || 2 >
(2 | L2 |
Und schlieRlich wurden alle drei Winkel noch einmal mit dem 18.536838%6
CASIO-eigenen Spezialbefehl ,angle” berechnet. F v
Algeb Dezimal Real Gra g

Klar: Es reicht, zwei Innenwinkel so zu berechnen und dann den dritten Gber die Winkelsumme.
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2 5 3
b)  A(-2]1]-1), B(0|2]-5), C(3]3]2) E:{l}, R:{z}, ﬁ:{l}
-4 3 7

‘ﬁ‘=\/4+1+16 =421, ‘E‘:\/25+4+9 =4/38, ‘ﬁ‘=\/9+1+49 =+/59

AB-AC 10+2-12

cosQl = —r7—-== =0 a =90° daais]16]> *Nichtgespeichere v  {EIED
‘ABHAC‘ 45110 21 533732 2
cos™ '
. (\.159'21 )
BC-BA —-6-1+28 21
cosp=——-= = B ~53,37° _,( 38 ) 36 6268
BC|.[BA| 69-v21 5921 Sy
36 .626815208494+453 3732 Q0.
cosy— CA-CB _15+2+21 38 _ 38 \ ~36,63°
CAl-lcB| 38-459 +/38.+/59 J59

Die Abbildung stammt jetzt von Tl Nspire.
Man beachte, dass man die beiden im Nenner stehenden Wurzeln auch als Produkt unter eine

Wurzel schreiben kann, geht etwas schneller. Dritte Zeile als Kontrolle: B +y =90°, da auch

o =90°.

3 -5 -8
c)  A(-2]0|-5), B(1]2]-9), C(-7]|-3|-4) E:{z}, E:[—&:J, ﬁ::[—sl
-4 1 5

‘E‘=\/9+4+16 - /29, ‘R‘=\/25+9+1=J£, ‘@‘=\/64+25+25 —J114

- i~ W Edit Aktion Interaktiv
AB-AC -15-6-4 -25 o L Edit
cosq=——— = = a=14169 S O ] e R P |
|AB|-[AC| V2935 V29-35 s =
o 29%35
BC-BA 24+10+20 54 141.6934374
cosp=———= = B ~ 20,09° § 54
BC|- BA‘ V114 29  V114.21 R iy
20, 33204416
I cos-l(—L)
cosy CA.-CB 40+15+5 60 ) ~18,22° V35x114
== = ~ 18, 18.21845843
CA|- CB‘ V354114 +/35-114 141.69+20.09+18, 22
150
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11) Berechne die Schnittwinkel zwischen folgenden Geraden.

(Uberprufe zuerst, ob sie sich schneiden!!)

1 2 5 1
a) o Y<={1J +r[}, h: i=[3] +r[—}
=3 s 4)i 3) 0,

Uberpriifung mit einer Determinante, ob sich g und h schneiden.

- 2 1 4| 2 1
D:‘G\?AB‘: 1 -1 2| 1 -1-=-16+8+0+16-0-8=0
4 0 8| 4 0

Also sind diese Vektoren komplanar, die Geraden liegen somitin einer Ebene.

Und da sie nicht parallel sind (\7 # k~D) , mussen sie sich schneiden.

cos |G-\7 |2_1+0| L » Nich h B 1#)] x |
=T = = = 11.1 *Nicht gespeicherte w
! [0V Va+1+16-V1+1 212 ( 1 ——
cos™ ’
=)
(o]
yl =81’1 ! YZ = 98’90 180-81.123604919027 98 .8764

SRR TR iRt

o 3 5 3| 3 5
D=‘G\7AB‘= 2 5 2| -2 5 =—75450-6+75+6-50=0
5 -1 5| 5 -1

g und h schneiden sich. (Ausfihrlicher Text sieh bei a)

lu-v| [15-10-5

COSY =1 = — =0 Die Geraden sind zueinander orthogonal.
jal-pvl v
4 1 3 2 *Nicht gespeicherte w _u?
C) 0: X=|1|+r| 1 h: X=|0]|+r|3 >
4 -7 6 4
- 12 1| 1 2
D=‘G\7 B‘: 1 3 1| 1 3 =6+14-4-21+4-4%0
7 4 2| -7 4

[~ Edit Aktion Interaktiv

g und h schneiden sich nicht.
3) (4 3) (2 it Bl

d) 0: X =[—4]+r(—7] h: X =[—4J+r[2} If = <
-2 -4 angle([—?], {2} L

-4] |1 !

-2 1
g und h schneiden sich in ihrem gemeinsamen Aufpunkt. 111.7384602

¥

T4
I'T
*Nicht gespeicherte w @m

|o-v |8-14-4] 10 10 -
= 6B.2615

-V Vi6+49+16 Va+4rl 93 27

cosy =

Die obere Abbildung zeigt eine ClassPad-Berechnung, die untere Tl Nspire. Hier wurde unsere

Formel angewandt, welche Betragsstriche verwendet, damit man den kleineren Winkel erhalt!

Beide Losungen sind also richtig, weil es genau diese zwei Schnittwinkel gibt.
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12) Bestimme t so, dass das Dreieck A(1/5|-1), B(3]2|-2), C(1]t|-3) rechtwinklig wird.

Losung

Es folgt:

Bedingung:

d. h.

Es gibt somit 2 Losungen:

0+(5-t)(2-t)+2=0

10-2t-5t+t*+2=0

t?-7t+12=0
_7+49-4.12 7+449-48 _7i1_{4
12 - - -
2 2 2 (3

C,(114]-3), C,(113]-3).
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13) Gegeben sind die Punkte P(4|2|-1), Q(0|3|-3). Der Punkt R ist ein beliebiger Punkt der

2 2
Geraden ¢g: Xx=| -1|+r| -5 | Bestimme R so dass das Dreieck PQR rechtwinklig wird.
5 1
Losung
Koordinaten von R: R(2+2r|-1-5r|5+r)

1. Versuch: Rechter Winkel bei R: Bedingung: SﬁQ_Ii =0

R 2+2r—4) (2+2r-0
-1-5r-2|-| -1-5r-3|=0

5+r+1 5+r+3

(2r-2)(2r+2)+(-5r-3)(-5r—4)+(r+6)(r+8)=0

L 9 (4r2—4)+(25r2+35r+12)+(r2+14r+48):0

30r? +49r +56 =0
_ —49++/49% -4.30-56
2 2-30

Weil der Radikand negativ wird, gibt es keine Lésung.

¢R

2. Versuch: Rechter Winkel bei Q: Bedingung: QP-QR=0 (oder PQ-QR=0 usw.)

R
4 2+2r-0
1 -1{-|-1-5r-3|=0
2 5+r+3
4-(2+2r)-(-4-5r)+2(r+8)=0
8+8r+4+5r+2r+16=0 < 15r=-28 < r=-2
P
Q 2 2 2
Es folgt: Xei=| -1|-22| 5 |=|&| < Rl(_%l%l%)
5 1 a7

15

3. Versuch: Rechter Winkel bei P;  Bedingung: PQ-PR=0 usw.)
R

A 4\ 2+2r-4
-1|-1-5r-2|=0
2 5+r+1

4-(2r-2)-(-5r-3)+2(r+6)=0

8r-8+4+5r+3+2r+12=0 < 15r=-7 & r=-=L

P " Q 15
2 2 18

Es folgt: Xey=| -1|-5| 5 |=| 5 | © R(E131%)
5 1 88
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14)

b)

c)

d)

15)

1 2 -1
Gegebensind: E;: 2x-y-2z=12, E,. 12x-12y+z=34, Ea: R:[OJ+{1}+S[3J

1 2 3 2
0: X=|-1|+r{-3|undh: X=|-4|+r| 1 |.
1 -6 -5 -12

Winkel zwischen E; und E,:

2 12
-1 -12 cos T (2Z+3)
-2) 1 |24+12-2) 31 2 oo 48+1896851

== 131.8183149

COSsy, =
W ai1r4 J1aa+144+1 o289 317 3

Winkel zwischen E; und Es:

n1
Bestimmung einer Koordinatengleichung von Ej: Normalenvektor n, =| n,
n3
Bedingung: u-n; =0 2n,+n, =0 1)
v-n, =0 -n, +3n,+n, =0 (2)
Wahle n=zeR: in(1): 2z+n,=0 < n,=-2z
in (2): -2-6z+n,=0 & n,=7z
z 1
Normalenvektoren: n,=|-2z|, farz=1: n, =| -2
7z 7
Schnittwinkel zwischen E; und Ej:
2\ 1
-1 -2
cosy, = —2)\7 _ 2+2-14 _ [-10] __10 T;Zjﬁ;;aﬂg?s&swsg
Va+1+4 . J1+4+49 Jo.64a 3.54 354 116.9754841

Winkel zwischen g und E;:

2 2
1(]-3 ‘
: LZ} (_6} |4-3+12] 13 sint 157212 24661988
Sy, = N - 180-AnS 41.7533801
Va+1+4.4+9+33 9.4a9 3.7 .

Winkel zwischen h und E.:

12)( 2
-12 (- 1
1)\-12 |24-12-12]
= =0

V144 +144+1-J4+1+144 289 -\149

siny, = v, =0°: histparallel zu E,,

Fur welches k sind E;: 4x+ky—-(2-k)z=4 und E,: x-2y+z=4 orthogonal?
Bedingung:

4 1
n-n,=0 < { k J-{—ZJ:O < 4-2k+2-k=0 < -3k+6=0 < k=-2
2-k) {1

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



