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3. Losbarkeit von LGS Datei Nr. 62 112

Fir dieses Themenheft habe ich mir vorgenommen, nicht nur zu zeigen, wie man

Lineare Gleichungssysteme (Abkurzung: LGS) I6st, sondern auch darzustellen, warum

es dabei drei Moglichkeiten gibt:

Eine LGS kann eine eindeutige Losung haben, gar keine oder unendlich viele.

Etwas anderes ist nicht méglich. Um dies zeigen zu kdnnen, bendtigt man Kenntnisse der

Vektorrechnung. Diese kénnen aber in diesem Heft nicht auch noch grundlegend vermittelt

werden. Daher sind diese Paragraphen, die den Hintergrund vermitteln, darauf angewiesen,

dass der Leser Grundkenntnisse besitzt. Sie kdnnen im Text 61015 ausfihrlich nachgelesen

werden. Hier der Uberblick iber den Inhalt dieses Heftes.

In§1

In§2

In83

In§4

bespreche ich kurz, was Linearkombinationen sind, und dass man sie benétigt,

um Vektoren aus anderen zu erzeugen.

geht es um Vektoren mit 2 Stellen (aus dem zweidimensionalen Vektorraum R?).
Es wird gezeigt, wie man untersucht, ob ein Vektor aus einem, zwei oder drei
Vektoren als Linearkombination dargestellt werden kann. In manchen Féllen
geht das, in anderen nicht. Das Entscheidende daran soll jedoch die Erkenntnis
sein, dass hinter jeder dieser Aufgaben ein LGS steht. Die Frage, ob ein

Vektor als Linearkombination darstellbar ist, ist also zugleich die Frage, ob das
zugehorigen LGS l6sbar ist. Der Leser soll erfahren, welche vektorielle

Situation der Grund dafur ist, dass ein LGS eindeutig l6sbar ist oder gar nicht
oder auf unendlich viele Weisen.

Dies wird nur exemplarisch gezeigt. Eine grindliche Theorie wiirde den Rahmen

und Zweck dieses Textes sprengen.

wird der Spie3 umgedreht. Die in 8 2 aus Vektoraufgaben entstandenen
Gleichungssysteme werden vorgegeben. Deren Lésbarkeit ist jetzt das Thema.
Dazu schauen wir nach, welche Vektorprobleme sich im LGS verstecken.

Dann werden die Systeme mit dem GauRR-Verfahren bearbeitet, und es wird
erklart, wie man an Hand des Matrixranges die Losbarkeit vorhersagen kann.

Dazu gibt es einige Trainingsaufgaben

wird die Vektortheorie fiir den dreidimensionalen Vektorraum R® kurz wiederholt.
Dazu wird zuerst geklart, was die lineare Unabhangigkeit von 3 Vektoren bedeutet
und wie man sie nachweist. Damit kann man dann die Darstellbarkeit von
Vektoren des R® untersuchen, was gleichbedeutend mit der Losbarkeit von
linearen Gleichungssystemen ist. Also wieder ein Paragraph zur Vektortheorie.

Viele Beispiele runden den Abschnitt ab.
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INn85 werden nun die Gleichungssysteme, die in § 4 bei der Frage nach der
Darstellbarkeit der Vektoren entstanden sind, unabhangig davon untersucht.
Sinn und Ziel ist es jetzt, dass man erkennt, dass solche LGS einen vektoriellen
Hintergrund haben, der erklart, warum es Lésungen geben kann oder auch nicht.

Aber auch, dass man lernt, diese Lésungen zu bestimmen.
IN§6 wird gelibt: Es werden verschiedenartige Matrizengleichungen gelost.

Ing§7 kommt die Theorie wieder an die Reihe. Ersetzt man die Absolutglieder durch
Nullen, steht auf der einen Seite der Nullvektor. Man nennt das LGS dann
homogen, sonst inhomogen.

Ja und dazu gibt es einiges zu erzahlen. Denn diese Gleichungen haben
besondere Eigenschaften, und es gibt einen interessanten Zusammenhang
zwischen einem inhomogenen und dem zugehdérigen homogenen LGS,

denn man elegant fur Proben ausniitzen kann.

INn§8 werden LGS mit Parametern (Formvariablen) behandelt.
Die Fallunterscheidungen haben zur Folge, dass alle Mdglichkeiten der
Losbarkeit auftreten.

Dieser Abschnitt ist echtes Abiturtraining!

INn§9 gibt es 15 Seiten Musterldsungen zu den Trainingsaufgaben.

Wer weniger die Theorie sucht und einfach Matrizengleichungen aller Art auf Abiturniveau I6sen und
trainieren will, kann im Text 62113 stundenlang Gben. An Hand von Abituraufgaben fur berufliche

Gymnasien in Baden-Wirttemberg gibt es viele Aufgaben und nattrlich die Musterldsungen dazu.
Hinweis

1 Wie gut ein Schiler mit diesem Themenheft klar kommt, héngt natirlich davon ab, was er im
Unterricht erfahren hat. Wurde ihm nur erzahlt, wie man LGS I6st und blieb der vektorielle
Aspekt auf der Strecke, dann muss er/sie eben viel berspringen und sich auf die Beispiele

beschranken, die fir ihn geeignet sind. Das geht hier.

2 Ich verwende zur Lésung quadratischer Gleichungen ax” +bx +c¢ =0 stets die ,Mitternachts-
_h++/b?% —
Formel* |x,, = w und NIE die p-g-Formel, weil diese in vielen Fallen deutlich
a

gunstiger ist. Wer jedoch die p-g-Formel anwenden mdchte, sollte das tun.
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4. Vektoren und Matrizen Datei Nr. 62 113

Vorwort

Dieses Heft enthalt ausnahmslos Abituraufgaben von beruflichen Gymnasien in Baden-Wirttemberg.
Sie sind fast alle sehr alten Datums. Dies hat den Vorteil, dass sie wesentlich umfangreicher sind als
die neuen Aufgaben, die oft nur halb so lang sind, sich aber mit denselben Themen beschaftigen.

Ihnen wird ein weiteres Heft gewidmet.
Im folgenden Inhaltsverzeichnis sind sie nach Themen geordnet:

a) Die ersten 5 Aufgaben sind alle vom etwa gleichen Typ: Aus einer Matrix A, wird ein
Gleichungssystem gebildet. Dazu gibt es eine Reihe von Zusatzaufgaben. Es handelt sich

stets um 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten.
b) In Aufgabe 6 geht es um die Lineare Un-/Abhangigkeit dreier Vektoren des R®.
C) Aufgabe 7 zeigt, wie man mit einer Matrix Vektoren auf andere Vektoren abbilden kann.
d) Die Aufgaben 8, 9 und 10 beschéftigen sich mit Gleichungssystemen des R”.
Samtlichen Lésungen stammen von mir persoénlich.
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5. Anwendungsaufgaben 1

Arbeiten mit Bedarfstabellen —
Herstellung von Zwischen- und Endprodukten aus Rohstoffen,
Kostenberechnungen

Datei Nr. 62 311

Mit 10 Original-Abituraufgaben aus Baden-Wirttemberg

und sehr ausfihrlichen Losungen.
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6. Anwendungsaufgaben 2

1.
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Betriebliche Verflechtungen - Leontief-Modell
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7. Anwendungsaufgaben 3 Datei Nr. 62 331

Ubergangsmatrizen - Prozess-Diagramme - Markow-Ketten
Viele Berechnungen werden mit dem CAS-Rechner Tl Nspire durchgefihrt.

Inhalt
1 Einfuhrende Beispiele 3
Beispiel 1 3
Beispiel 2 (Wechsel der Automarke - Prozessdiagramm) 6
Beispiel 3 (Wohnortwechsel) 8
Beispiel 4 (Wahlerwanderung) 10
2 Prozessdiagramme zu Spielen 13
Beispiel 5 (Mensch argere dich nicht) 13
Beispiel 6 (Gliicksrad fiir 2 Personen) 16
Definition: Markow-Kette 21
Beispiel 7 (Minze werfen - 1) 22
Beispiel 8 (Miinze werfen - 2) 26
Beispiel 9 (Wrfeln - 1) 29
Beispiel 10 (Wurfeln - 2) 32
Trainingsaufgaben 34
Lésungen dazu 35
Hinweis

Dieses Thema gehort eigentlich in die Wahrscheinlichkeitsrechnung, denn es werden Zusténde
dergestalt beschrieben, dass man angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit die einzelnen Zustande
eintreten. Dann erfolgt eine Zustandsanderung, was beispielsweise in einem Spiel durch Wiirfeln
geschehen kann. Auf Grund der Wahrscheinlichkeit der Zustandsveranderungen kann man die neuen
Zustande vorhersagen. Bendétigt werden: Baumdiagramme und die Berechnungen dazu wie
Pfadregeln und totale Wahrscheinlichkeit.

Wir finden diesen Stoff bei der Matrizenrechnung, weil diese Rechenart das Ganze wesentlich

vereinfacht.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



