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Vorwort

Die Texte Uber Folgen wurden sehr erweitert und Uiberarbeitet. Daher sollte man sich auch
in folgenden Texten umsehen

40011

40013

40019

40020

40050

40060

40200

Einfuhrung

Rekursive und explizite Berechnungsformeln Q)
Grundlagen zu arithmetischen und geometrischen Folgb
(Dies wird in vorliegendem Text wiederholt! .
Geometrische Folgen als Wachstumsfolgen (kurze rung)

Arithmetische Folgen 2. Ordnung /

Dies wurde auch schon in 40011 angesproc%
Geometrische Folgen: Prozentuales Wa m

Prozentuales (exponentielles) Wachstu Abnahme (wie Zinseszinsrechnung,
radioaktiver Zerfall).

Hier wird noch einmal besprochen, wgs kurz in 40011 gezeigt worden ist.

Wer es also ausfihrlicher braucht, | ier nach!

Spezielle Wachstumsfolgen

Hier geht es um die rekursive&nel u,=u,,-q+r.
und die explizite Berechnur der Formeln.

L4
L 4
Zu den Anwendungen @n auch schwierigere finanzmathematische Vorgange
wie Ratensparen, Rentenzahlung, Darlehensfinanzierung.

Allgemein beschrei Qese Folgen das beschrénkte Wachstum.
Dazu gehort auc eschrénkte Abnahme (Abkihlungsvorgéange u.a.)

N
Arithmetische@i geometrische Reihen

Geometris iguren als geometrische Folgen
Es komm ch Teilaufgaben zu Reihen vor.

Aufga&) ammlung zu ar./geom. Folgen und Reihen

Q
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1 Aus Folgen werden Reihen - Einfiihrung
Einfuhrungsbeispiel

Gegeben ist eine Zahlenfolge, etwa diese: a, =2, a,=3, a,=5, a,=8, a;=12, ...
Darunter kann man sich etwa vorstellen, dass es sich dabei um Langen an einer rechtwinkligen

Spirale handelt. Man kann jetzt fragen: a
5

Wie lang sind zusammen diese ersten 5 Strecken?

Ausgerechnet: S, =2+3+5+8+12=30. a
al 4

Man kann diese Spirale verlangern. ,C)

Das ware dann die Summe S, =a,+a,+a,+a, +a,. b
o
a

Erkennst du das Bildungsgesetz der Folge? ?

2 +1 3 +2 5 +3 8 +4 12 +5 17 +6 23 +7 %—) o a3

So kann man etwa nach der Summe der ersten 8 Strecken fr@. Man nennt das dann ss.

Sg =a,+a,+a, +a, +a; +a, +a, +a, =100 @

Man beginnt bei diesen sogenannten Teilsummen immenpeim 1. Glied der Folge.

Das hat einen ganz grof3en Vorteil.
Kennt man eine Formel fir s,,s,,s,... dann kann des Zwischenstiick berechnen.
Etwa so:  Wie grol ist die Summe a, ag+a,+a, ?

Man berechnet sie dann mit einem Trick: DQe Summe ist die Summe s,; =185 minus

L4
4 -

iefSumme s, =30:
x +a, +a, +a, +a, =S, —Ss-
Man subtrahiert also einfach das fehlendanangsstUck.

Wir wollen dies nicht weiter ausmafe?&ﬂlan sollte nur erkennen, dass es Aufgaben gibt, welche

die Aufsummierung von Gliedern Folge notwendig machen. Und dass es dann glnstig ist,

die Summierung immer bei a; ginnen. Denn mit diesen Teilsummen kann man dann auch

andere Fragestellungen bea ten.

Es geht also darum, aus @r Folge die neue Folge der Teilsummen zu berechnen:

1. Teilsumme: S, =a, S, =2

2. Teilsumme: s, =a,+4a, s,=2+3=5

3. Teilsumme: S, =a,+a,+a, s, =2+3+5=10

4. Teilsumme: s,=a,+a,+a,+a, S,=2+3+5+8=18
n-te Teilsumme: s, =a, +a,+..+a, S, =2+3+5+..a,(?)="
MERKE: Eine Folge s, von Teilsummen nennt man eine Reihe.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



40050 Arithmetische. und geometrische Reihen 5

Bei solchen Aufgaben geht es in der Regel darum, eine Formel zu finden, mit der man

die Glieder einer Reihe berechnen kann.

Die Beispielfolge hier ist ein denkbar schweres Beispiel, das wir gar nicht berechnen wollen,

sondern dessen Ergebnis ich einfach nur mal zeigen méchte:
Fur unsere Zahlenfolge gibt es zunachst auch eine rekursive Bildungsvorschrift:

Beobachte: a, entsteht aus a; durch Addition der 1, Q)
a, entsteht aus a, durch Addition der 2, b
a, entsteht aus a, durch Addition der 3, b~
a,,, entsteht aus a, durch Addition der Zahl n. o

/

Also: a,, =a,+n Q)

(Hinweis: In 40011 Abschnitt 5.3 und in 40013 sind sold’&gen erklart. Sie heil3en
arithmetische Folgen 2. Ordnung). (D

Ihre explizite Formel lautet: a, =in’-4in+2 @

Und es gibt auch eine Formel fur die zugehbrige&@ﬁ:, also fur die Folge der daraus

gebildeten Teilsummen: s, =in’ +in

Nun kdnnen wird einmal testen: §

s,=2+3+5+8+12+17+23=70 , & TRITEATTEE

TH
'Q Ans+3B+38+4T+5TH6E_
Laut Formel erhalten wir: s, :S%%S +4.7=70 1273+E+11M12+6 310

S, =S, +30+38+47+57+68®

N

und die Formel liefert; \ =1.12° +1.12=..=310

Ach ja, und wenn wir di %mme wollten: a, +a, +...+a,,, dann rechnen wir so:

a8+a9+...+& s, =310-70 = 240.

Noch ein solch

A+ +.+ 8y =Sy — 13: 203+%'20:|_|:%'133+%'13]:980

Bevor wir zu anderen einfihrenden Beispielen kommen wollen wir uns noch eine wichtige

Berechnungsmethode anschauen, die fiir jede Reihe gilt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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REKURSIVE BERECHUNGSMETHODE FUR REIHEN

Die folgenden Berechnungen erklaren selbst, was gemeint wird.

S, =a, s, =2

s, =a,+a, s,=2+3=5

S, =a +a, +a, s3zgzz3+5:10

2 %
s,=a,+a,+a,+a, s, =2+3+5+8=18 b
T
%H:S?, 3 N

Man kann also die jeweils nachste Teilsumme aus der vorangegangen,gﬁ)echnen, indem man
einfach das néchste Glied der urspringlichen Folge addiert. Q)
Also: Wir haben berechnet: Sy =@, +a,+a, +§’¢a5’+a6 +a, +a, =100

Dann folgt: Sy =Sy +a4 (D
Und daraus: Sy, =S, + am@

Usw. S A4

Diese Methode erleichtert das Rechnen. §
Man dann sogar solche Dinge bere@:

. =S, ta; ta,
0

Oder: =S, +a, +ta, +a;,
vorausgesetzt man kennt schon sg.
MERKE also:

Q(
&

Unter einer Reihe versteht man die Folge der Teilsummen einer Folge.

Diese Teilsummen beginnen stets beim Anfangslied a; oder a,:

S1=a;

S,=aq; +ta d h. s,=s;+a,
S3=a; +tap+as d.h. s3=5s,+as
Sh=a,ta,+...+ayt+a, d. h. Spi1 =Sp+ Aan

Statt Teilsummen sagt man auch Partialsummen

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 ARITHMETISCHE REIHEN

2.1 Summenformel

Die zu einer arithmetischen Folge gehdrende Folge der
Teillsummen heildt eine arithmetische Reihe.

Beispiel 1:

Die berUhmteste arithmetische Reihe geht auf eine Geschichte des 9-j'ahrig¢chulers Carl Friedrich
GauR3 (1777 — 1855) zuriick. Dieser erhielt von seinem Schulleiter Bittngr urfd seinem Assistent

Bartels die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Er schaffte in so kurzer Zeit, dass die
beiden auf seine mathematische Begabung aufmerksam wurden. Er amlich schnell
beobachtet, dass man 50-mal die Summe 101 rechnen musste: /

Sio= 1 + 2 + 3 +..+ 99+ 100Q)

51002200 + 99 + 98+..+ 2 + N

25100 = 101 + 101 + 101 + ... + 101 +(%’

So entstand die Gleichung 2s,,, =100-1 S100 = 50-101=5050

Als Formel sieht das dann so aus: s ¢

100
2S5 :100'(a1+a100) &o :T'(al +a100)

Allgemein: 2-s,=n-(a,+a

n

Dies ist ein Prinzip, das man auf jede arithmetische Folge anwenden kann!

. RS
Beispiel 2: N

Die Folge sei a,=4n+ 1, also %@’ 13;17;21; ... Dasist eine arithmetische Folge mitd = 4.

Wir wollen die ersten 30 Glie eser Folge addieren, d.h. sz ist gesucht. Dazu miissen wir zuerst
a, =4-30+1=121 bere n.

Nun kann man sich die T@Jmme S30 2-mal gegenléaufig aufschreiben und dann vertikal addieren:

0= 5+ 9 + 13 + ..+ 113 + 117 + 121
S=121 + 117 + 113 + ... + 13 + 9 + 5

255 =30-126 = s, =15-126 =1890

Es folgt dann: Sy = % (a,+a,)=15-(5+121)=15-126 =1890

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Fir eine arithmetische Reihe gilt:
s, =5(a, +a,) (1)

=2(2a+(n-Dd) (2)
S, ist ein quadratischer Term.

Beweis der Formel (1):

3

Man schreibt die Teilsumme s, zweimal gegenlaufig auf und addiert vertika
Daraus machen wir nun eine Formel. Man sollte jetzt erkennen, d i n Summanden n
Summen auftreten, die alle so gro sind, wie a;+a,: )

s, =a,+a, +a, +..+a,, +f§an

S, =a,+a,,+a,_

Q?
2:s,=(a,+a,)+(a, +a,. (a,,+a,)+(a, +a,)

Wie erkennt man nun, dass rechts alle n Klammern dassglbe Ergebnis haben?

a +a, =a +(a +( d) =2a, +(n-1)d

L4
usw. Q
Zwischenergebnis: =n @ a,) = s, =5 (a,+a,).
Beweis der Formel 2: @Q

Ersetzt man a, durch a, L&!(n 1)-

(a +a,)=25(2a, +(n-1)d)

Noch ein Hinweis:
Wenn man die For &)ausmultlplmert erhalt man mit

Q s, =ha, +in’d-idn=1d-n’+(a,—d)-n

einen quadratischen Term.

folgt:

Doch diese Formel merkt sich keiner. Man sollte es jedoch wissen:
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2.2 Musteraufgaben zur arithmetischen Reihe

Rest auf der Mathe-CD
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