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Aufgabe 803
(Abitur 2007 — BW — ergénzt durch viele Zusatzaufgaben — ideale Projektaufggag)

ax+b .
f(x)= TR xeR;.

Die Herstellungskosten eines neuen Rheumamittels werden durch eine Funktion f mitz

modellhaft kalkuliert.
Hierbei gibt f(x) die Kosten in 10.000 € fiir die x-te Produktionseinheit an, wobei di€Wjgheiten

nacheinander produziert werden. @
Die flinfte Produktionseinheit kostet in der Herstellung 950.000 €, die zwanziif noch 560.000 €.

im Laufe der Zeit
Ur eine

Weisen Sie nach, dass die Herstellungskosten fiir eine Produktion
sinken. Ab der wievielten Produktionseinheit sind die Herstellun
Produktionseinheit geringer als 400.000 €? E

a) Bestimmen Sie a und b. Skizzieren Sie das Schaubild von f.
1
&

Mit welchen Herstellungskosten fur eine Produktionseinheit angfristig rechnen?

(Teilergebnis: ~ f(x) = w ). Q (7 VP)
X+

b) Ab der wievielten Produktionseinheit unterscheiden sich@rstellungskosten von zwei
aufeinanderfolgenden Produktionseinheiten um Wenigerlls 10.000 €?

Jede Produktionseinheit besteht aus 10.000 Packu \Wie hoch muss der Verkaufspreis
fur eine Packung sein, damit die Einnahmen aus ten 100 verkauften Produktions-
einheiten ihren Herstellungskosten entsprech (5VP)

Bei klinischen Studien wird dieses Rheumamittel P % die den Wirkstoff bisher nicht im Blut
hatten, zugefiihrt und die Menge des Wirkstoffs in@emessen.

C) Ein Patient erhdlt alle 6 Stunden eine S it 50 mg Wirkstoff. Bis zur néchsten Spritze
hat der Korper 18% des im Blut vorhanggnel Wirkstoffs abgebaut.
Beschreiben Sie mittels einer rekursiv defil¥erten Folge, wie viel Wirkstoff sich jeweils direkt

nach Verabreichung einer Spritze im ut®efindet.
Welche Wirkstoffmenge befindet si kt nach der flnften Spritze im Blut?

In welchem Bereich schwankt di toffmenge im Blut langfristig?
Skizzieren Sie den zeitlichen& der im Blut vorhandenen Wirkstoffmenge fir die ersten

€
(S)

24 Stunden.

Zusatzaufgaben: §

(1) Welche Exponentialfunktionen beschreiben die fallenden Teilkurven?

im Blut beschrei is: a, =277,78-(1-0,82"")
(3) Zeigen Sie dass unktion h(t) = 277,78(1—0,82”1) die Differenzialgleichung fiir
beschranktes tchstum erfullt. Was besagt diese Differenzialgleichung?

(4) Berechne die 20 Glieder der Folge a, mit einem CAS-Rechner.
Erstelle da ittels Regression den Funktionsterm fur h(t) aus (3).

(2)  Stellen Sie eine exgli ildungsvorschrift fir die Folge a, auf, welche die Wirkstoffmaxima
Q‘ze’

(5) Ein PatieMagoll von diesem Wirkstoff maximal 200 mg im Blut haben. Nach der wievielten

Injekti@ lese Grenze Uberschritten? Der behandelnde Arzt mdchte daher zu diesem

Zeitn e folgende Injektion so lange hinauszogern, bis gesichert ist, dass die Folgeinjektion
puen Wirkstoffgehalt von 200 mg ergibt. Berechne den Zeitpunkt der neuen Injektion.

em Rhythmus darf der Arzt spritzen, wenn er jedes Mal 200 mg erreichen will?

G

Welchen gleichférmigen Injektionsrhythmus kénnen Sie vorschlagen, der diese Obergrenze
respektiert?

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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LOosung 803
o . ax+b
a) Gesucht ist die Funktion f(x) = = , wobei 2 Wertepaare (,Zustandspunkte*) ge sind:
X+
f(5)=95 eingesetzt: 5alg P_95 & satb- 950
f(20) =56 eingesetzt: 202as+ b _ 56 < 20a+b= 1400 (2)
Elimination von b durch: (2) - (2): 15= | :15

Eingesetzt in (1): 5.30+b =950 = b =950 @800 .
. _ 30x+800 \

Ergebnis:  f(x) = o
+

x ist die Nummer der Produktionseinheit,
y hat die Einheit 10.000 €.

Die Abnahme bedeutet streng monoton abnehmend.

Dazu muss man zeigen, dass f'(x) <0 ist

fur x>0.
. . @ 0| fﬂ 2‘0 3‘0 4{) 50 6.0 ?h 8‘0 9A0 160 li()
Ableitungsfunktion:
£(x) = 30-(x+5)-1 30x+800) 3 30x 800 650
(x+ 5 X+ 5 (x + 5)2
Weil der Nenner stets positiv ist und de onstant negativ, hat f' ( ) stets negative Werte.

Also féllt f streng monoton, die Produkti skosten nehmen also ab.

Ab wann sind die Herstellungskost nger als 400.000 €?
30x +800

f 40 <
(X)< x+5

30x + 800 < 40- (x+5

30x +800 < 40@
X+ 2

30x + 800 < 40
600 < @
60 b2wv. x> 60.
Ergebnis: w 61. Produktionseinheit liegen die Herstellungskosten unter 400.000 €.
Die lan Entwicklung berechnet man durch diesen Grenzwert:
imI) = fim 20X 800 _ i, 30+°7 30 _ 4,
X x>0 X+5 xoe 142 1

Ergebnis:  Langfristig muss man mit 300.000 € Herstellungskosten rechnen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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b) Die Differenz zweier aufeinander folgenden Produktionseinheiten wird so berechnet:

30x+800 30(x+1)+800  30x +800 ~ 30x+830

f(x)-f(x+1)= x+5 (x+1)+5 X+5 X+6 b®

F(x)—F(x+1) = (30x +800)- ((ii?)zﬁoé(; 830)(x +5)

30x? +180x + 800x + 4800 — [30X2 +150x +830x + 4150
(x+5)(x+6)

f(x)-f(x+1)=

f(x)_f(x+1);e«zf+180x+800x+4soo;ex/flsox8303%

(x+5)(x+6) \
650
=10 = g (v o) Q

650

—— <1 650 24+11x+30 24+11x-620>0
(x+5)(x+6)< o ﬁ +11x + o X+ >

Bedingung: f(x)-f(x+1)<1 <

Zur Lésung der quadratischen Ungleichung untersuc an 7. B. die Hilfsparabel:

h(x) = x2 +11x — 620 (D b
Sie ist nach oben gedffnet und hat diese Nullstellen: 10 .

10 0

-11++/121+4-620 -11++260MG 1151 {20

12 2 - 2 o 2 -31

Daher hat sie zwischen ihren NulWgelleén negative Werte

und im Auf3enbereich positiv . Weil hier x>0 gilt
folgt: h(x)>0 fur x> 20,

Und weil x im Grunde Ktutche Zahlen sind, lautet das
Ergebnis:  Ab x.—* i r Kosten-Unterschied zwischen zwei aufeinander folgenden
Pr inheiten kleiner als 10.000 €.

Eine Ldsung @em Grafikrechner oder einem CAS-Rechner ist selbstverstéandlich auch

maglich

Berechnung da@llungskosten fur die ersten 100 Produktionseinheiten.

@)
Q: J' f(x)dx ~ 4920,08 (Siehe Folgeseite!)
0,5

Also belaufen sich diese Herstellungskosten auf 4920-10.000 = 49.200.000 € .

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Manuelle Berechnung dieses Integrals:

100,5
K(100)= | 30x+800 \
g5 X+95
Vereinfachung durch Substitution: u=Xx+5 = du=1.dx =dx
Ersetzung des Zéahlers: Xx=u-5
Umrechnung der Grenzen: x=05 = u=55 und x=1

“1°30x+800  _*f30(u-5)+800 1°f’5 30u+650 |

K(100)= [ =———dx= |

o5 X+5 g5 u

55

K (100) = [30u+650-In[u[]."*

55

K(lOO) =30-100+650- Inloﬁ ~ 40920,07589...

55
0

Begrindung fur den Ansatz dieses Integrals: @
Die Funktion f ist eine stetige Funktion, die m%
die Produktionskosten angibt. \

Da es aber nur fir ganzzahlige x Produktion@n

gibt, liegt in Wirklichkeit eine Punktfolg@

Die Produktionskosten fir jedes x kagn mgn dann durch
ein Rechteck der Breite 1 und de@(x) darstellen.

So entsteht die in der nachsten ildung dargestellte
Rechtecksflache. Sie stimmt it der Flache zwischen

dem Schaubild von f(x) un -Achse Uberein.

Diese aber hat (hier) ingen linken Rand bei 0,5 und den
abe ist der rechte Rand daher

rechten bei 5,5. 1%
bei 100,5. Die Ii% rechten Grenzen ragen somit
um 0,5 nach links und®echts tiber das Intervall [ 1;100 ]
hinaus. O

Man kan Gute dieser Integralberechnung mit
einem echner vergleichen. Mit ihm kann man

alle htecke aufsummieren lassen und das

5 mit dem Integrationsergebnis vergleichen:

u

=30-[105,5-5,5]+650-[In1

@
§;

30+@jdu

120

1001

20

G601

40

20

160
0 X

492008

4919.19
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Wenn die Herstellungskosten fir die ersten 100 Produktionseinheiten 4920-10.000 = 49.200.000 €
sind, und jede Einheit aus 10.000 Packungen besteht, dann entfallen in dieser Serie auf ek@

Packung durchschnittlich
_ 4920-10.000 _ 49,20 (€) z r

~1

~100-10.000
(Denn in dieser Serie wurden ja 100-10.000 Packungen produziert.

So grofd muss also der Verkaufspreis mindestens sein, damit die Firma Gewi @h.

C) Die Injektion des Rheumamittels hat eine exponentielle Abnahme Ikstoffes zur Folge.
Eine Abnahme um 18% in der Zeitspanne At =6 (h) fuhrt zu ein %hmefaktor von

g=1-p=1-0,18=0,82. Es gibt nun 2 Zahlenfolgen: a, % rkstoffgehalt im

6-Stundenraster jeweils direkt nach der Injektion an, b, gib% '

6-Stundenraster jeweils direkt vor der nachsten Injektion ar

kstoffgehalt im

Wertetabelle der Folge b, | Werte%a der Folge a.

@ Anfangswert nach der 1. Spritze.

0-0,82 =91 Neue Injektion ergibt +50.
=91.0,82 =124,62

, =124,62.0,82 =152,1884

a, =152,1889-0,82 ~174,79

b,=0 Zuerst war kein Wirkstoff im Blut.
b, =50-0,82 =41 Nach 6 h 18% weniger.
b, =91.0,82 = 74,62

b, =124,62-0,82 =102,1884
b, =152,1884-0,82 ~ 124,79

Dies ist der gesuchte Wert nach der

2 4 5. Spritze: Also etwa 175 mg.

Man erkennt sehr schén die Berechnudgs Ige fir a,:

N +50 . +50 . +50 \ +50A
0,82 a4, 08 a, 0,82 b3 8, 0,82 b4 a,

bzw. mit Zahlen:
.0,82 = ’f&+—50> -0,82 = .0,82 =2
L 4

Rekursive Bildur@rift der Folge a;:
=5

dao 0 zusammen mit a, =a, ,-0,82+50
Hinweis: g&b und zu die Formulierung: ,Rekursive Folge“. Dies ist natirlich Unsinn.

olge kann nicht rekursiv sein, denn wenn man nur die Werte der Folge anschaut,

nn erkennt man ja nicht, ob diese rekursiv (also jeweils aus dem Vorganger) berechnet
orden sind oder explizit, also aus einem Funktionsterm. Lediglich die Bildungsvorschrift

kann rekursiv sein!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Die Frage nach der langfristigen Entwicklung ist im Grunde die Frage nach dem Grenzwert dieser

Folge a,. Man kann diesen hier durch eine sachliche Uberlegung finden: @

Der Wirkstoffgehalt hat sein Maximum erreicht, wenn in den 6 Folgestunden ger. se

Menge abgebaut wird, die dann wieder durch die Injektion zugefihrt wird, also 50

0mg

Bezeichnen wir den Maximalwert des Wirkstoffgehalts als a*, dann bedeu &S, dass
die nach 6 Stunden noch vorhandene Menge a*-0,82 durch die Injekti 5

erhoht wird, aber dadurch wieder a* entsteht. Dies heil3t:

a*=a*.0,82+50 |- a*. w
a*—a*.0,82 =50 @
a*(1-0,82) = 50 S\

a*.0,18 = 50 (Q

a* = 05108 ~ 277,78 (D

’ /

Man hatte auch den Ansatz so machen kénnen:

Der Grenzwert a* ist dann ,erreicht”, wenn die kstffabnahme, und das ist a*-0,18,

genau so grofd ist wie die Wirkstoffzufuhr S%ﬁes entspricht der Gleichung (*).

Hinweis:

Ich habe das Wort ,erreicht” in Anfiihr eichen gesetzt, weil streng mathematisch

eine Folge niemals ihren Grenzwert 8geidht sondern sich ihm asymptotisch nahert.

Rundet man jedoch (was in der prischen Praxis natirlich der Fall ist, weil man nicht

beliebig feine Messungen dur n kann), dann wird dieser Grenzwert sehr wohl ,erreicht”.

Die langfristige Schwankurfgs lut bewegt sich dann zwischen diesem Maximalwert von
gerundeten 278 mg und -0,82 ~ 228 mg vor der nachsten Injektion.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zusatze:
(1) Welche Exponentialfunktionen beschreiben die fallenden Teilkurven?

1. Methode: Verwendung der Abnahmefunktion f (x)=C,-e*" IS €)
t —

Die 1. Teilfunktion ist eine exponentielle Abnahmefunktion mit der Gleichung f, ( Cl-ek't.
Zur Bestimmung der beiden Konstanten bendétigt man zwei Punkte:

P,(0]50): f,(0)=50 ergibt: C,=50 @twert!)
P,(6]50-0,82) f(6)=50-0,82 ergibt: 50-e* :

e% =0, Sm

Ergebnis: f,(t)=50-e7 293" mit 0<t<6 Q

/

2. Methode: Verwendung der Abnahmef@on f,(x)=C,-b".

Die 1. Teilfunktion ist eine exponentielle Abnahmefagfftior™nit der Gleichung f,(t) = C,-b.

Zur Bestimmung der beiden Konstanten benétigt m Punkte:
P,(0]50): f,(0)=50 er@ C, =50 (Startwert!)
P,(6]50-0,82) f(6)=50-0,82 rginy: 50-b' =50-0,82
b® =0,82

E . b =2%/0,82 ~0,967465....
Ergebnis: f,(t)=50-0, mit 0<t<6

Umrechnung dieser Abnahmefun®\ionen ineinander:
f,(t)=50-e70933 1 sl Ubgehen in die Form  f,(t)=50-b'
RS
Dann muss gelter!Obt =g 0!
bt = (efo,oss )'
b

=e %% £ 0,967...

Oder: &
f.(t) :@ 67" soll iibergehen in die Form  f,(t)=50-¢e"
ss gelten: e“! =0,967"
(e“) =0,967" bzw. €*=0,967.

Also ist k =In0,967 ~ -0,0335...

Also ist

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Bestimmung der 2. Teilfunktion (nach der 2. Injektion):

Die 2. Teilfunktion ist ebenfalls eine fallende Exponentialfunktion. Man kann fiir sie auch
Ansatz f,(t)=C, -e" machen. Jetzt aber ist C, kein Wert der Folge a,, denn C, stell

Wert dieser Funktion fur t= 0 dar, auch wenn diese Funktion nur fir 6 <t <12 gebraucim™wird.

1. Methode: Bestimmung der beiden Konstanten mit zwei Zustandspunktep:
(Ich bleibe bei der Basis e). @
Q,(6191): f,(6)=C, e°" ergibt 91=C,-e (1)
Q,(12191.0,82) f,(12)=C,-e**"  ergibt 91.0,82 @m 2
12r
Elimination von C, durch Division @: ee
@ ) e

®)

Das ergibt wie oben @ ,033
Dies sollte nicht verwundern, denn wir haben ja dieselb%r zentuale Abnahme!

Berechnung von C, durch Einsetzen von (3) in (1): @ 91=C,-0,82

c, =L _110,9756
\ 0,82
Ergebnis: f,(t) =110,9756 (ﬁ

(1) mit 0<t<6
2. Methode: Erzeugung dieser F Q" durch eine Zeitverschiebung.

angepasster Startmenge verwenden und ieben dann die Kurve um 6 nach rechts (t-6) statt t.

f (t) _ .o~ ,033-t 91 e—0,033~t
2 E =
Diese Funktion verwendet eine Zeit\gessung, deren Nullpunkt der Moment der 2. Injektion ist.

Da dieser Zeitpunkt jedoch (idealisiert) 6 Stunden nach der 1. Spritze liegt, muss man fir eine

Wir denken uns die Uhr erst ab der 2. Spri;e lagfen. Dann konnen wir die 1. Funktion mit

einheitliche Zeitachse die.,K& um 6 nach rechts verschieben: (Weiter rechts bedeutet ,spater”):
L 4

\ f,(t)=a, -e%®® =91.g000

Bestimmung der w n Teilfunktionen:

Die 3. Funktion ann f,(t)=a, e =124,62.e 0032

4. Funktions@ f,(t

(
Nm: f(t
(

a, L@ 0033(t-18) _ 152,2. @ 0.033(t-18)

) a,- @ 0.033(t-24) _ 174,79 @0.033(t-24)
6. Funktion¥erm: fy t) —a, -e 00330 _193 33. g 00(30)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Hier diese 4 Schaubilder fir x>0 : Und dann die Funktionen abschnittsweise:

160
140
120
100

B0

60

40
20

1] 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

Jeder Hochpunkt beschreibt den Wirkstoffgehalt nach einer

(2) Aufstellen einer expliziten Bildungsvorschrift fur

Aus der Losung der Aufgabe kennen wir bereits die rekursive y) hrift:

a, =50 zusammen mit a@ -0,82+50

Mit ihrer Hilfe bilden wir die ersten Werte ganz ausf

o =50
a, =a,-082+a,

a, —(a -0,82+a,)-0,82+a, =a, 082 a,-0,82+a,
al

a, =(a -0,82° +a,-0,82+a a, =a,-0,82° +a,-0,82% +a,-0,82+a,

Man folgert intuitiv:

a, =a, 082" +a, 0,82“+ '+a,-0,82* +a,-0,82+a, (S1)

Dies ist eine geometris x fur die es eine Berechnungsformel gibt:

Grundwissen zwetrlschen Reihe

Unter einer g rlschen Reihe versteht man eine Summe dieser Bauart:

s =a,+a,-q+a,-9°+a,-q® +...+a,-q""

Das sm amt n Summanden (der erste lautet eigentlicha, - q°).
Die S formel dafur lautet.
1-q" -1
S,=4a;- g a - g
1-q g-1

Die erste Formel ist giinstig fir 0<g<1, die zweite fir q > 1.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



























