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Vorwort

Die Kleeblatt-Kurven werden gerne als ,hiibsche Kurven vorgezeigt. Hier findet man einen Einblick in

deren Mathematik.

Die Integralrechnungen sind sehr schwer und fir Studenten dringend zu empfehlen.

Die Theorie zu den angewandten Berechnungsverfahren findet man im

Text 54011 Differentialgeometrie
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Kleeblatt-Kurven (n-blattrige Rose)

1 Vorschau

Fir Kleeblatt-Kurven gibt es je nach Ausrichtung und GréRRe unterschiedliche Gleichungsformen.

Parametergleichungen: 7<(t) _ (:SSII:((S:)):;Z((?)J

Bei ungeradem biist te[0; [, dann ist b die Anzahl der Blatter.
Beigeraden  bist te[0;2x[, dann ist 2b die Anzahl der Blatter.
a gibt den Radius des Ursprungskreises an, den die Blatter von innen beruhren.

I - 4.-sin(b-t)-sin(t
Belspiele: X(t) - (4 . sin((b . t))~ cos((t))J

b=3 b=5 b=2

Gleichung in Polarkoordinaten: r=a-sin(b-¢+a)

Beispiele fiir b = 3:

r=4-sin(3¢+4n) entspricht X(t) = [ J (1. Abbildung oben)
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r=4 S|n(3(p) 3 r= 4'COS(3(p)

sin(t) - sin(2

cos(t) + cos 3t

Andere Parametergleichungen sind:  x(t)=2- (COS +00s(
( sin(t) - sin(3t)

)
)
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2. Berechnung der Extrempunkte in x-Richtung bei einer dreiblattrigen Kurve

i(t)=(°°3(t)+°°s(2t)j filr te[0;2n].

sin(t) - sin(2t) O\ 1y
_ _ sy [—sin(t)-2-sin(2t)
Ableitungen:  X(t) = (cos(t) _2. cos(2t)]
- —cos(t)—4-cos(2t gl
X(t):[—sin(t;+4-sin((2t))] 0 5 1 15 b x

Fiur Rechtspunkte/Linkspunkte gilt die

Bedingung: x(t)=0
-sin(t)-2-sin(2t)=0

(
sin(t)+2sin(2t) =0
sin(t)+2-2sin(t)-cos(t)=0
sin(t)(1+4-cos(t))=0
Es liegt ein Nullprodukt vor. Dieses wird Null, wenn ein Faktor Null ist.
1. Faktor:  sin(t)=0 < t,=0,t,=x
2. Faktor:  1+4.cos(t)=0 < cos(t)=-1 < t,~182 t,=2n-182~4,46

Kontrollen:  %(0)=—cos(0)—-4-cos(0)=-5<0 = Maximum fiir x(t) beit =0
X(n)=-cos(n)—-4-cos(2n)=—(-1)-4-1=-3<0 = Maximum fiir x(t) beit = =
%X(182)=-cos(182)-4-cos(2:182)~3,76 >0 = Minimum flr x(t) bei t = 1,82

X(4,46) =—cos(4,46)—-4-cos(2-4,46)~3,77>0 = Minimum fir x(t) bei t = 4,46

Berechnung der beiden ,x-Maxima-Punkte®:

- cos(0)+cos(0) 2 )
X(0)= (sm(o) sm(O)J (o] < R,(2]0) ,Rechtspunkt

_/\_[cos(r)+cos(2n)) (-1+1) (0 “
X(n)_(sin(n)—sin(zn)j_(O—Oj_(Oj < R,(0]0) ,Rechtspunkt

Berechnung der beiden ,x-Minima-Punkte*:

B _(cos(1,82)+cos(2:182)) (1,12 B . »
X(1'82)_(sin(1,82)—sin(2-1,82) =\ 145 © L,(-112]145) ,Linkspunkt

_ _ ((cos(4,46)+cos(2-4,46)) (1,12 B B , “
X(4'46)_(sin(4,46)—sin(2-4,46) =| 145 < L,(-112]-145) Linkspunkt

In diesen vier Randpunkten gibt es senkrechte Tangenten. Nachweis durch x(t) = 0:

t=0: x(0) =-sin(0)-2-sin(0)=0
t=mn: x(n) =-sin(n)-2-sin(n) =0
t=182: %(1,82) = —sin(1,82) - 2-sin(2-1,82) ~ 0,013

Wegen der Rundung ist dieser Wert ungleich 0.

Rechnet man genauer, erhalt man

%(1,8235) = —sin(1,8235) - 2-sin(2-1,8235) ~ 0,00008782

t=4,46 X(4,46)~0 analog.
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3. Berechnung der Extremwerte in y-Richtung (Hochpunkte/Tiefpunkte)

Bedingung: y(t) =cos(t)—2-cos(2t)=0
Wegen cos(2t) = cos® (t) —sin? (t) = cos® (t) - (1-cos? (t)) = 2cos” (t) -1
gilt: cos(t)—2~(2005 (t)- 1)
Ordnen: —4-cos?(t)+cos(t)+2=0
4-cos’(t)—cos(t)-2=0
Substitution: z = cos (t): 4722 -2+2=0
, _1£V1+432 _1£433 [0,8431
2o 8 8 -0,5931
1. Rucksubstitution: cost=0,8431 = t, ~cos'(0,8431)~0,5678

Die Kosinusfunktion hat positive Werte im 1. und 4. Feld: t, =2n—-t, = 5,7154
2. Rucksubstitution: cost=-0,5931 = t, ~ cos™ (—0,5931) ~ 2,2057
Die Kosinusfunktion hat negative Werte im 2. und 3. Feld: t, =2n-t, ~4,0775

Kontrollen:

y(0,5678) = —sin(0,5678) +4-sin(2:0,5678) ~3,1 >0 = Minimum fir y(t) bei t = 0,5678 .
y(5,7154) = —sin(5,7154)+ 4 -sin(2-5,7154) ~ 3,1 <0 = Maximum fir y(t) bei t = 5,7154
¥(2,2057) = —sin(2,2057) + 4 -sin(2-2,2057) ~ —4,6 <0 = Maximum fir y(t) bei t = 2,2057

)
§(4,0775) = —sin(4,0775) + 4-sin(2.4,0775) ~ 4,6 >0= Minimum fiir y(t) bei t = 4,0775

Q

X(0,5678) = ( sin(0,5678) - sin(2-0,5678) ) (0,37

. _ (cos(2,2057) +cos(2-2,2057)) (0,89 ~
X(2’2057)_(sin(2,2057)sin(2-2,2057) 176 | © H, (-0,891176)

Berechnung der beiden y-Maxima-Punkte:
7 2- 7
cos(0,5678) + cos (20,56 8)) ( 1,26 ) o T,(126]-0,37)

Berechnung der beiden y-Minima-Punkte:
cos(5,7154) + cos 2 5, 7154 1 26

X(57154) = [sm(5,7154) sin(2-5,7154) 037 M, (1.261037)
. cos(4,0775) + cos(2-4,0775)) (-0,89 ~ B
X(4,0775) = (S|n(4,0775)—5|n(2 40775)] ( 176) T:(-0.891-176)

Die Abbildung zeigt die 7 Extrempunkte der Kurve, namlich
2 Hochpunkte, 2 Tiefpunkte, zwei Linkspunkte und einen

Rechtspunkt.

AuBerdem wurde bereits ein Kriimmungskreis eingezeichnet,

der auf der nédchsten Seite berechnet wird.
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4. Berechnung der Kriimmung und des Krimmungskreises

(o X=Xy
FUr die Krimmung gilt: 3/2
(X +y )

xi-

wobei gilt:

O i S'”<2t>] na 3= ) 4o

cos(t)—2-cos(2t) —sin(t)+4-sin(2t)
(—sin(t)+4-sin(2t))-(-sin(t) - 2-sin(2t)) - (—cos(t) - 4-cos(2t))- (cos(t) - 2-cos(2t))
[( sin(t)—2-sin 2t)) (cos(t)—2-cos(2t))2}

Ich erspare es mir, dies zusammenzufassen.

Also: k=

Dennoch kann man hieraus die Kriimmung fiir die Stelle t = 0 (Punkt R;) berechnen:

k_(O+4-0)-(—0—2~0)—(—1—4 1) (1 2. 1) 5 _5
[(0-2-0f +(1-217]" 1
Folgerung: Der Krimmungskreis hat dort den Radius r = % = % =0,2.

Wegen R(2]0) liegt der Mittelpunkt des Kriimmungskreises bei M, (1,8 |0), siehe Abbildung Seite
zuvor.

Gleichung des Kriimmungskreises: (x —1,8)2 +y? =0,04

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54103 Kleeblatt-Kurven 7

5. Welche Tangenten gibt es im Ursprung? x(t) =(°§§((tt))tcsci):((22tt))) fir te[0; 2n[

y(t) _ cos(t)—2cos(2t)
x(t) —sin(t)—2sin(2t)

Fir die Tangentensteigungen gilt:  y'(x) =

Jetzt muss man die Parameterwerte fiir die Ursprung-Durchgange kennen.

Wann ist x = cos(t)+cos(2t)=0 ?

Trigonometrische Formel: cos(2t) = cos?(t) - sin®(t) = cos® (t )—(1—cosz(t)) = 2cos?(t) -1
Also lautet die Gleicxh ginstiger: cos(t)+2-cos®(t)-1

Geordnet: 2-cos?(t)+cos(t)—1

Das ist eine quadratische Gleichung fir cos(t):

cos(t) =

1+ 1+4.21 _—1¢3_{%
4 4

Im Intervall [0; 2n[ gilt: cos(t)=1 fir t,=im und t,=2n-{n=2%n
und: cos(t)=-1firt=n

Tangentensteigungen dazu:

cos(3m)—2cos(2n) 1-2-(-3) 141 3 1 1

! t:l = 3 3 = 2 2 = 2 = — 2 :——:——‘\/5

y'(t=37) -sin({n)-2sin(¢n) -13-2.1y3 33 33 3 3
cos(§m)-2cos(Pn) 3-2:(-1) i1+1 3 1 1

"(t=5 =2 =_2 :_:_\/5

y'(t=gn)= -sin($n)-2sin(?xn) 1J3+2.13 3 33 3 3

oy cos(m)-2c0s(2m) M2
y'(t=n)= ~sin(m)—2sin(27) = o5 Nicht definiert.

Da x(m) =0 ist, gibt es jetzt eine senkrechte Tangente.

Gleichungen der Tangenten im Dreifachpunkt O:

Ty y=—-343:x

1
T.: y=§x@~x T,

Ts; x=0

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54103 Kleeblatt-Kurven 8
6  Flacheninhalt eines Blattes mit der Parameterdarstellung
_ o [@-sin(3t)-sin(t) ) _. _ = [3a-cos(3t)-sin(t)+a-sin(3t) cos(t)
X(t)= [a-sin(St)-cos(t) firte[0sa],  x(1)- 3a-cos(3t)-cos(t)—a-sin(3t)-sin(t)
n/3
Die Formel fiir den Flacheninhalt lautet: A =73 I (y-x—x-y)dt
0
/3
A =3 [[a-sin(3t)-cos(t)-(3a-cos(3t)-sin(t)+a-sin(3t)-cos(t)) ...
0
[ —a-sin(3t)-cos(t)-(3a-cos(3t)-sin(t)-a-sin(3t)- sin(t))} dt
n/3
=1 I [?,a2 sin(3 m(t)cos(t) +a’ sin® (3t)cos?(t) —J
0
..~ 387 sin(3t)cos(3tjcos(TJsin (1) + a” sin’ (3t)sin? (t) |dt
n/3 n/3
= 1a” [ sin® (3t)-(cos® (1) +sin’ (t))dt =3a* [ sin”(3t)dt =
0 0
Nebenrechnung:
Partielle Integration fir J'sinz (3t)dt =.[sin(3t)-sin(3t)dt = [ u'=sin(3t) = u=-Zcos(3t)
u' v
v=sin(3t) = v'=3-cos(3t)
Daraus folgt dann: _[sinz (3t)dt=u-v —_[v'u dt
d. h. [sin” (3t) dt = —3sin(3t)-cos(3t) + [ cos® (3t)at
_[sinz (3t) dt = —1sin(3t)-cos(3t) + j(1 —sin’ (3t))dt
[sin?(3t) dt = —3sin(3t)-cos(3t) + t - [sin* (3t) dt | +[sin® (3t)dt
2~.[sin2 (3t) dt = —1sin(3t)-cos(3t) +t | :2
[sin? (3t) dt = —£sin(3t)-cos(3t) + 1t
Zuriick zum Flacheninhalt:
n/3
A=3a® [ sin*(3t)dt =1a” [~ sin(3t)-cos(3t) +%t]§l3
0
A=1a? ~[—%-sin(n)~cos(n)+%~%n+%sin(0)~cos(0)—0} =1la’-in
0 0
s
Ergebnis: A = na? i
05
Dazu eine Abbildung: X(t)= [22-S.In(3t)~sm(t)J (a=2) ECEER R

05

Friedrich Buckel
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7 Flacheninhalt eines Blattes mit der Polarkoordinatenform
1. Variante:  Kurvengleichung: F(t)=2-sin(3¢) A y
) . a
Das ,blaue” Blatt entsteht fir ¢ e [0;1n] \ 1 / 05)
/3
: —[1.r
Flachenformel.  F= t[ 1-r*(p)de P n/;(%)/ X>
-1 1 2

n/3 n/3
Hier: F=1 [ 4-sin’(3p)do =2 [ sin’(3t) dt |

0 0

(Ob die Integrationsvariable ¢ oder t heilt, ist egal, denn
am Ende braucht man sie nur, um einzusetzen.)

1. Losungsweg mit partieller Integration

Zerlegung: jsin2 (3t)dt = _[sin(3t) -sin(3t) dt
%’._/ —

Partielle Integration mit: u'= sin(3t) = u= —%cos(Bt)
und: V= sin(3t) = Vv'= 3cos(3t)
Formel dazu: Iu‘-v~dx:[u-v]—jv‘-u~dx

_[sinz (3t)dt = —{sin(3t)-cos(3t) +~[cos2 (3t)dt | cos?(3t)=1-sin?(3t)

[sin*(3t)dt = —4sin(3t) - cos(3t) + [ (1-sin’ (3t))dt
Isinz (3t)dt = —1sin(3t)-cos(3t) th—J.sin2 (3t)dt
Jetzt behandelt man diese Zeile wie eine zu I6sende Gleichung und addiert auf beiden Seiten

das Integral J'sin2 (3t) dt. Dann fallt es rechts weg und links steht es doppelt:
2. J'sin2 (3t)dt = —1sin(3t)-cos(3t)+t also J‘sin2 (3t)dt = —Zsin(3t)-cos(3t) + 1t

Nun kann man das bestimmte Integral fiir den Inhalt zu Ende rechnen:

n/3

F=2. [ sin’(3t)dt=2-[ 1t —%sin(Bt)-cos(3t)I:/3 =[t—3-sin(3t)-cos(3t)]

n/3
0

F=Zn—-%-sin(rn)-cos(n)-4-0+3-sin(0)-cos(0)=3n

2. Losungsweg mit trigonometrischer Umformung:

Es gibt die Formel  cos(20)=2-cos?(a)-1 = cos®(a) = Zcos(2a)+

[STENENTEN

Ersetzt man darin o = 3t, folgt: cos®(3t) = Zcos(6t) +
Damit vereinfacht sich das zu berechnende Integral so:

n/3 n/3 n/3

F=2. [ sin®(3t)dt=2. [ (1-cos® (3t))dt =2 [ (1-4cos(6t)—1)dt = 2. [ {t—;sin(6t)]

n/3
0

n/3

F :[ —%sin(Gt)]O =in-4{-sin(2n)-0=14n

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Variante:  Kurvengleichung: F(t)=2-cos(3¢)

Das ,blaue” Blatt entsteht fir ¢ e [-Zm;in].

n/6
Flachenformel. F=2. I 1-r’(9)do
0 + P(O)-X>
/6 76 -1
Hier: F=2.[1-4-cos’(3¢p)dp = 4- [ cos®(3t) dt
0 0

(Ob die Integrationsvariable ¢ oder t heil’t, ist egal, denn
am Ende braucht man sie nur, um einzusetzen.)

Fir die Grenzen ¢ = 0 bis ¢ = ¢ = erhalt man nur die halbe

Flache, was dann durch den Faktor 2 kompensiert wird. Aber man hat 0 also glnstige Grenze!
1. Losungsweg mit partieller Integration

Zerlegung: Icosz (3t)dt = _[cos(3t) -cos(3t) dt

| N —

Partielle Integration mit: u'= cos(St) = u= %Sin(3t)
und: V= cos(3t) = Vv'= —3sin(3t)
Formel dazu: Iu‘~v-dx:[u-v]—jv‘~u-dx
J'cosz (3t)dt =—1sin(3t)-cos(3t)+ J'sin2 (3t)dt | sin?(3t) =1-cos’?(3t)
[cos? (3t)dt = —1sin(3t)- cos(3t)+ [(1-cos’ (3t))dt
J‘cos2 (3t)dt = —<sin(3t)-cos(3t) +t—.|'c:os2 (3t)dt

Jetzt behandelt man diese Zeile wie eine zu I6sende Gleichung und addiert auf beiden Seiten

das Integral J.cos2 (3t) dt. Dann fallt es rechts weg und links steht es doppelt:
2~J‘cos2 (3t)dt = —1sin(3t)-cos(3t)+t also jcosz (3t)dt = —sin(3t)-cos(3t) + 1t

Nun kann man das bestimmte Integral fur den Inhalt zu Ende rechnen:

n/6

F=4. J. cosz(3t)dt:4-[%t—%sin(3t) cos(3t] —[Zt—— sin(3t)- cos(3t)]

F=|3{n-2-sin(n)-cos(4n)|-[0+2-sin(0)-cos(0)]|=1n

=0

2. Losungsweg mit trigonometrischer Umformung:

Es gibt die Formel  cos(20.)=2-cos?(a)-1 = cos®(a) =2cos(2a)+4
Ersetzt man darin o = 3t, folgt: cos®(3t) = Zcos(6t)+4
Damit vereinfacht sich das zu berechnende Integral so:

F=4. Kjacosz (3t)dt=4- nj'ﬁ(%cos(Gt) +1)dt j. (2cos(6t)+2) dt =[ - sin(6t) + 2t];/6
0 0

0

F=—%-sin(n)+%n—0= T

W=

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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8. Noch etwas zu vierblattrigen Kleeblattern )

i(t):[a.sin(bt).cos(t)J te[0;24].

a-sin(bt)-sin(t)

)
N/

Far a =4, b = 2 erhalt man diese Kurve:

¥y X

Interessant sind die Teilabbildungen, die man

w
N
=
o
=
N
w

mit MatheGrafix erstellen kann:

v v v v

3 3 3 3

2 2 2 2 -

1 1 1 p

2 1o 1 2 3 32 1 9 ] 3 T o 1 2 3 32 19 1 2 3

3 R ) B 3T
2 2 /2 2

3 3 3 kS

te[O;%n] N [%n;n] - [n;15 7] > [157;21]

NI

Die nachste Abbildung zeigt einige
Kurvenpunkte mit den zugehérenden
t-Werten.

P(0) ist der Ursprung.

Von da aus durchlduft man die Kurve

nach rechts oben-

Die roten Kreisbogenpfeile zeigen die

Durchlaufrichtung der Kurve an,

fur t von O bis 2x.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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9 Merkwurdigkeiten

Bei dieser Kleeblattkurve hatte ich mich zunachst in der y

Gleichung vertippt:

%(t) = [4 -sin(4t)- cos(t)J

4-sin(2t)-sin(t)

In y(t) sollte das Sinus-Argument 4t statt 2t

A Aol

lauten. Man staunt immer wieder,

was fur Formen dabei entstehen.

Ja und dann kann man weiterzaubern:

%(t) = (4 : sin(4t)~cos(t)J b %(t) = [4 : sin(2t)-cos(t)j

4-sin(t)-sin(t) 4-sin(t)-sin(t)

A
Y Y

A

A Aol

Ich verfolge diese Kurven hier nicht weiter. Vielleicht regen sie an, selbst mit MatheGrafix zu zaubern.

Die Unterschrift eines Arztes hat diese Gleichung:

% (t) = [4.sin(3t).cos(t)j fir te[0:

4-sin(2t)-sin(t)

A Ao
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